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Fachabitur 2015 Mathematik NT Infinitesimalrechnung A II

Gegeben sind die ganzrationalen Funktionen
forz—a-(2*+22% — 7z +4) mit Dj, =R, a € Rund a > 0.

Teilaufgabe 1.1 (6 BE)

Zerlegen Sie fq(z) in Linearfaktoren und geben Sie die Nullstellen der Funktion f, mit der
jeweiligen Vielfachheit an.

Teilaufgabe 1.2 (5 BE)

Berechnen Sie den Wert von a so, dass die Tangente an den Graphen der Funktion f, an
der Stelle x = —3 die y-Achse bei y = 5 schneidet.

1

Nun wird a = = gesetzt. Die Funktion f 1 wird im Folgenden mit f bezeichnet.
1, .

Es gilt: f(z) = 3 (2% + 222 — Tz + 4).

Teilaufgabe 2.1 (7 BE)

Ermitteln Sie die maximalen Monotonieintervalle sowie Art und Koordinaten der Extrem-
punkte des Graphen von f.

Teilaufgabe 2.2 (4 BE)

Berechnen Sie die Koordinaten des Punktes P, in dem der Graph der Funktion f am
stérksten fallt.

Teilaufgabe 2.3 (4 BE)

Zeichnen Sie unter Mitverwendung vorliegender Ergebnisse den Graphen von f im Bereich
—5 < x <4 in ein kartesisches Koordinatensystem.

Gegeben ist ferner die quadratische Funktion p mit p”(x) = 1 fiir alle x € R.
Teilaufgabe 3.1 (5 BE)
Bestimmen Sie den Funktionsterm p(x), wenn der Punkt A(—4(8) auf der Parabel G}, und

1
ihr Scheitel bei g = -3 liegt.

1 1
[M&gliches Ergebnis: p(z) = 3 <z2 + yid + 1)]
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Teilaufgabe 3.2 (9 BE)

Berechnen Sie die Koordinaten der gemeinsamen Punkte der Graphen der Funktionen p
und f (mit f aus 2.1) und zeichnen Sie die Parabel G), fiir —4 < z < 4 in das vorhandene
Koordinatensystem ein.

Teilaufgabe 3.3 (2 BE)

Geben Sie die Losung der Ungleichung p(z) — f(z) > 0 an und erldutern Sie, was das
Ergebnis fiir die Graphen Gy und G, bedeutet.

Teilaufgabe 3.4 (5 BE)

Die Graphen Gy und G, schlieflen im II. Quadranten des Koordinatensystems ein endliches
Fliachenstiick ein. Markieren Sie dieses Flichenstiick und berechnen Sie die Mafizahl seines
Inhalts.

Das Dreieck A B C' in untenstehender Abbildung rotiert um die y-Achse, und dabei entsteht
ein Kegel. Der Punkt A ist der Ursprung des Koordinatensystems und der Punkt B liegt im
L. Quadranten auf der Parabel G, mit ¢(z) = —2* + 8z und x € R.

Teilaufgabe 4.1 (3 BE)
Stellen Sie eine Gleichung V' (r) fiir das Volumen des Kegels auf, wobei r = B C' der Radius
des Kegels ist.

1 8 .
[M&gliches Ergebnis: V(r) = —37 4 3™ 7]
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Teilaufgabe 4.2 (3 BE) Loésung

Ermitteln Sie die maximale sinnvolle Definitionsmenge Dy der Funktion V : 7+ V(7).

Teilaufgabe 4.3 (7 BE)

Teilaufgabe 1.1 (6 BE
Bestimmen Sie die Koordinaten des Punktes B so, dass das Kegelvolumen seinen absolut crlautgabe ( )

grofiten Wert annimmt, und berechnen Sie das maximale Kegelvolumen. Gegeben sind die ganzrationalen Funktionen
forxza-(2®+22% — 7z +4) mit Dy, =R, a € R und a > 0.

Zerlegen Sie f,(x) in Linearfaktoren und geben Sie die Nullstellen der Funktion f, mit
der jeweiligen Vielfachheit an.
Losung zu Teilaufgabe 1.1

Nullstellen einer Funktion

fol@)=a- (x3 + 222 — Tx + 4)

Erlduterung: Nullstellen

Der Ansatz, um die Nullstellen (die Schnittpunkte einer Funktion f mit der
2-Achse) zu bestimmen, lautet stets:

fl@)=0

Die Gleichung muss anschlielend nach x aufgelost werden.
Ansatz:  fo(z) =0
a- (x3+2x277a;+4) =0

234222 — Tz +4=0
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Erlduterung: Ldsen einer Gleichung dritten Grades

Das Losen einer Gleichung dritten Grades (auf der rechten Seite muss die Null
stehen) setzt voraus, dass bereits eine Losung bekannt ist. Ist dies nicht der Fall, so
muss eine Losung durch Ausprobieren geraten werden (fiir z werden die Werte £1,
+2, £+3, 4, etc. eingesetzt).

Hat man eine Losung gefunden, so teilt man mittels Polynomdivision den
Term links des Gleichheitszeichens durch die bekannte Losung.

Erste Nullstelle durch ,,Ausprobieren® : x{v =1

Polynomdivision durchfiihren: (x“ +22% — Tx + 4): (z—1)

Erlduterung: Polynomdivision

Polynome lassen sich in Summenschreibweise oder auch faktorisiert schreiben. Das
Polynom 2% 4 2 — 2 beispielsweise liisst sich in Faktoren folgendermaBen schreiben:

Pt —-2=(x+2)(z-1)

x1 = —2 und x =1 sind dabei die Nullstellen des Polynoms.

Bei einer Polynomdivision ist bereits eine Nullstelle bekannt. Wir haben zum
Beispiel durch Rechnung oder durch Ausprobieren herausgefunden, dass = = 1 eine

Nullstelle dieses Polynoms ist. Die zweite noch nicht bekannte Losung, erhalten wir
durch Polynomdivision.

(.1,'2 4z -2 ):(z-1)=x+2

@ -a)
2r -2
~(2x -2)

0
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(z* 4227 Tz 44):(z-1)=27+3z 4
—(.1"" —x?)
3?  —Tx
—{3.1:2 —3r)
—dr +4

—(—4dx +4)
0

2?2 4+3x-4=0

Erlduterung: Mitternachtsformel - Losungsformel fiir quadratische Gleichungen

Lésungsformel fiir quadratische Gleichungen der Form az? + bz + ¢ = 0:

~b+Vb2—-4-a-c

T12 =
2-a

—34+/9—4-1-(-4) -345

T23 = 2 )
-3-5

Ty = 5 = —4
—-3+5

zév = 2+ =1

Erlauterung: Linearfaktorzerlegung

Die Linearfaktorzerlegung einer Polynomfunktion dritten Grades mit den Nullstellen
r1, ro und x3 lautet:

fl@)y=a-(z—z1) - (x —x2) - (x — x3) , a€R
a stellt den Leitkoeffizienten dar.

Im Falle, dass eine doppelte Nullstelle (z.B. z1 = z3) vorliegt:

f@)=a-(z—w2) (& —a1)®

Linearfaktoren:  fo(z) =a- (z +4) - (z — 1)?
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Vielfachheit von Nullstellen
fo@)=a-(@+4)-(x - 1)
x = —4 ist eine einfache Nullstelle.

x = 1 ist eine doppelte Nullstelle.

Teilaufgabe 1.2 (5 BE)

Berechnen Sie den Wert von a so, dass die Tangente an den Graphen der Funktion f, an

der Stelle x = —3 die y-Achse bei y = 5 schneidet.
Losung zu Teilaufgabe 1.2

Tangentengleichung ermitteln

folz)=a- (x3 + 222 —Tx + 4)

Erlduterung: Ableitungsregel

Benotigte Ableitungsregeln:

1. Faktorregel:
@) =au@) = f@)=au)

2. Ableitung einer Summe:

f@)=u@) £v(@) = flz)=u(r)E(2)

3. Potenzregel:
f)=a" = fla)=n-ar

Erste Ableitung: f/(z) = a - (32® +4a — 7)

Erlduterung: Geradengleichung

Die allgemeine Gleichung einer Geraden lautet:

m gibt die Steigung der Geraden an.
t entspricht dem y-Achsenabschnitt.

y=m-x+t
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Tangentengleichung: y=maz +1

Erlduterung: y-Achsenabschnitt

Der y-Achsenabschnitt ¢ gibt an, an welcher Stelle die Gerade die y-Achse (senk-
rechte Achse) schneidet.

In diesem Fall soll die Tangente die y-Achse bei y =05 schneiden, also ist
t=5

PO = t=5

Erlduterung: Tangentensteigung

Die Steigung m der Tangente am Graphen Gy einer Funktion f(x) in einem
Punkt S(zglyg) ist gleich dem Wert der ersten Ableitung der Funktion an der
Stelle zg.

m=f(zs)

fi(=3) =8a=m

= y=8a-x+5

Wert der Funktion an der Stelle z = —3:  f,(—3) = 16a

Erlduterung: Punktkoordinaten

Die Tangente verliuft durch den Punkt (—3|16a).
Die Punktkoordinaten miissen die Geradengleichung der Tangente erfiillen.

16a =8a-(—3)+5

40a =5
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Teilaufgabe 2.1 (7 BE)

Nun wird a =

QO =~

gesetzt. Die Funktion f1 wird im Folgenden mit f bezeichnet.
8

1
Es gilt: f(z) = 3 (23 + 227 — T2 + 4).

Ermitteln Sie die maximalen Monotonieintervalle sowie Art und Koordinaten der Ex-
trempunkte des Graphen von f.

Losung zu Teilaufgabe 2.1

Monotonieverhalten einer Funktion

f(x) :é (x3+2x2 77x+4)

Erste Ableitung bilden:

Erlduterung: Ableitungsregel

Benotigte Ableitungsregeln:

1. Faktorregel:
f@)=a-uz) = flz)=a v (2)

2. Ableitung einer Summe:

f@)=u@)+v(@) = f(z)=d(z)£(2)

3. Potenzregel:
@ =a" = fa)=n-am

fl@) =< (3% + 40 - 7)

| —

Erste Ableitung gleich Null setzen: f'(x) = 0
1 o2
3 (32 +42-17) =0

322 4+42—-7=0
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Erlduterung: Mitternachtsformel - Losungsformel fiir quadratische Gleichungen
Lésungsformel fiir quadratische Gleichungen der Form az? + bz + ¢ = 0:

—b+Vb2—-4-a-c

T12 =
2-a

—44+/16-4-3-(=7) —4£10

e 2.3 G
I LI
1= =
—4-10 7
Tg=—1—=—=
6 3

Vorzeichenwechsel der ersten Ableitung mit Hilfe einer Skizze von f’ bestimmen:

Erlduterung: Parabel

Der Graph von f’ ist eine nach oben gedffnete Parabel mit Nullstellen z1 = 1 und
7

Iro = ——.

3

Erlduterung: Funktionswert

Dort wo der Graph oberhalb der z-Achse liegt, hat die Funktion, also in diesem
Fall die erste Ableitung, positive Funktionswerte und somit positives Vorzeichen.

Dort wo der Graph unterhalb der z-Achse liegt, hat die Funktion negative
Funktionswerte und somit negatives Vorzeichen.

Fl@)>0 fir ae ] —o0; —g [uu; oo

© Abiturloesung.de
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fl(z) <0  fiir re]fg;l[

Erlduterung: Monotonieverhalten einer Funktion

Fiir stetige Funktionen besteht eine Beziehung zwischen Monotonie und Ableitung,
da die Ableitung die Steigung der Funktion angibt.

Es gilt:

Ist f'(z) >0 in einem Intervall Ja;b[, so ist Gy fiir = € [a;b] streng monoton
steigend.

Ist f'(z) <0 in einem Intervall Ja;b[, so ist Gy fiir « € [a;b] streng monoton
fallend.
. . 7
= Gy ist streng monoton steigend fiir x € | —oo, ~3 U [1,00]

= Gy ist streng monoton fallend fiir 2 € {7; 1}

Lage von Extrempunkten ermitteln

Mogliche Extremstellen:

Erlduterung: Notwendige Bedingung

Folgende notwendige Bedingung muss fiir einen Extrempunkt an der Stelle %

erfiillt sein:

f (2¥) =0, daher immer der Ansatz:  f'(z) =0

Lage der moglichen Extrempunkte:

yw=/(=f)=f1)=0 = Ei (1)0)
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7 125 7125
yzE =f (1]25) =f (*g) = 54 = Ey (*g a)

Art von Extrempunkten ermitteln

Aus dem Monotonieverhalten:

Erlduterung: Art eines Extremums

Die Art eines Extrempunkts kann durch das Vorzeichen der ersten Ableitung
bestimmt werden:

Ist f (IE ) =0 und liegt ein Vorzeichenwechsel der ersten Ableitung von
(+) nach (=) an der Stelle = vor, so hat der Graph der Funktion an dieser Stelle
einen Hochpunkt (Maximum).

Ist f (IE ) =0 und liegt ein Vorzeichenwechsel der ersten Ableitung von
(=) nach (+) an der Stelle z¥ vor, so hat der Graph der Funktion an dieser Stelle
einen Tiefpunkt (Minimum).

7
Vorzeichenwechsel in f’ von (4) nach (—) bei z = 3
7,125 . .
= FEo <—§ 5 ) ist Maximum

Vorzeichenwechsel in f’ von (=) nach (+) bei z =1
= E; (1]0) ist Minimum.

Teilaufgabe 2.2 (4 BE)

Berechnen Sie die Koordinaten des Punktes P, in dem der Graph der Funktion f am

stérksten féllt.
Losung zu Teilaufgabe 2.2
Wendepunkt ermitteln
1
fl(z) = 3 (322 + 42— 7) (s. Teilaufgabe 2.1)

Stirkstes Gefille oder grofiter Anstieg = Wendepunkt

© Abiturloesung.de
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Zweite Ableitung bilden:

Erlduterung: Ableitungsregel

Benotigte Ableitungsregeln:

1. Faktorregel:
f@)=a-u@) = f@)=ad()

2. Ableitung einer Summe:

fl@)=u@) £v(x) = f(z)=1u(z)*£(2)

3. Potenzregel:
f@y=a" = fa)=n-a"!

F(@) =g 6+ 4)

Erlduterung: Notwendige Bedingung

Folgende notwendige Bedingung muss fiir einen Wendepunkt an der Stelle zW©

erfiillt sein:

" (2™F) =0, daher immer der Ansatz:  f"(z) =0

Zweite Ableitung gleich Null setzen: f”(z) =0
L 6e+4)=0

= 6z —

8

2
br+4=0 = 2" = ~3 (mogliche Wendestelle)

, 2\ 125
P _ _2y _ 12
4 _f< 3) 108

Nachweis iiber die dritte Ableitung:
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Erlduterung: Wendepunkt

Ist die zweite Ableitung einer Funktion f gleich Null an einer Stelle VP, d.h.
f” (z"F) =0, und ist die dritte Ableitung ungleich Null an dieser Stelle, d.h.
b (zWI’) #0, so liegt ein Wendepunkt an der Stelle 2WF vor.

2,12
<7§|£> ist Wendepunkt

Nachweis Gefille:

P () () 5

= Gefiille

Teilaufgabe 2.3 (4 BE)

Zeichnen Sie unter Mitverwendung vorliegender Ergebnisse den Graphen von f im Bereich
—5 <z <4 in ein kartesisches Koordinatensystem.

Losung zu Teilaufgabe 2.3

Skizze

7,125
FEy | —=|— | = (-2,33|2,31
2 (~31) = (23123

2 125
P <f§ ﬁ) ~ (0,671, 16)

© Abiturloesung.de
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Ey(1]0)

14

_44

Teilaufgabe 3.1 (5 BE)

Gegeben ist ferner die quadratische Funktion p mit p”(x) = 1 fiir alle z € R.

Bestimmen Sie den Funktionsterm p(x), wenn der Punkt A(—4|8) auf der Parabel G,

1
und ihr Scheitel bei xg = —< liegt.
1 1
[Mégliches Ergebnis: p(z) = 3 <1:2 + i + 1)]
Losung zu Teilaufgabe 3.1
Steckbriefaufgaben

Pla)=1
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Erlduterung: Stammfunktion

Benotigte Regel zur Bildung der Stammfunktion von 1 (siche auch Merkregel
Mathematik):

. 1
/a: dX:r+1+C (r#-1)

0+1
= /ldx:/xozdx:g+1+c:x+c

px)=z+c

Erlduterung: Stammfunktion

Benotigte Regel zur Bildung der Stammfunktion von x + ¢ (siche auch Merkregel
Mathematik):

, ortl
/.”L dx:r+1+C (r#-1)

1+1 1‘0+1

T 1,
= /x+cdxfm+c~ﬁ+d7§x +cx+d

Erlduterung: Eztrempunkt

Der Scheitelpunkt einer Parabel ist ein Extrempunkt. Der Wert der erste Ableitung
an einer Extremstelle ist gleich Null.

1
»Scheitel liegt bei x5 = —g“ = 9 (—7> =0

= 0 L + = !
=——+4c c= <

8 8
Erlduterung: Punktkoordinaten

Die Parabel verlauft durch den Punkt A. Seine Koordinaten erfiillen somit die Pa-
rabelgleichung.

© Abiturloesung.de
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“ A(—4/8) liegt auf der Parabel.” — p(-4)=8

I S T S

1 1
2 2

(/4)71,42_;’_1 +171 ,>2+1H_‘_1
p.L—2.L Sz 2=3 T 4.L

Teilaufgabe 3.2 (9 BE)

Berechnen Sie die Koordinaten der gemeinsamen Punkte der Graphen der Funktionen p
und f (mit f aus 2.1) und zeichnen Sie die Parabel G), fiir —4 < = < 4 in das vorhandene

Koordinatensystem ein.
Losung zu Teilaufgabe 3.2
Schnittpunkt zweier Funktionen

Gemeinsame Punkte bestimmen:

Erlduterung: Schnittpunkt zweier Funktionsgraphen

Die Graphen zweier Funktionen schneiden sich dort, wo sie ein {ibereinstimmendes
Wertepaar (x,y), einen gemeinsamen Punkt, besitzen.

Man setzt die Funktionsgleichungen gleich und 16st nach = auf.

’ZJrlach1 1x3+1273x+1 | — 1x2+1x+1
8 2 8 4 8 2 2 8 2
1
0—§z3 22—z
f(@) —p(z)
1
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Erlduterung: Produkt gleich Null setzen

Das Produkt zweier Terme a und b ist genau dann gleich Null, wenn mindestens
einer der Terme Null ist:

a-b=0 — a=0 und/oder b=0

Alle Terme werden einzeln untersucht.

Erlduterung: Mitternachtsformel - Losungsformel fir quadratische Gleichungen

Losungsformel fiir quadratische Gleichungen der Form az? 4+ bz + ¢ = 0:

—bEVb2—4-a-c

R

1 1 1

1y /4. lo(—1) 143
P LU —474_143

25 1
= x%:ﬁ SyQ:p(72):225
= a23=4 y3=p(4)=

Schnittpunkte: SP1(0(0,5), SP2(—2/2,25), SP3(4/9)

Skizze

© Abiturloesung.de
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y & v A
G G
P o] . i
74 74
84 a4
54 54
4 +]
3 34
2,25 2,25
Gf 1 Gf 2
1 1
0 [ o -
I5 4 I3 2 I1 [s] I1 é :I3 4 I5 x' I5 4 ‘3 2 ‘1 0 ll é :I3 4 I5 x’
IR e
p(z) = f(z) >0 [+ f(2)
Teilaufgabe 3.3 (2 BE) p(z) > f(2)

Geben Sie die Losung der Ungleichung p(z) — f(z) > 0 an und erldutern Sie, was das

Ergebnis fiir die Graphen Gy und G, bedeutet.

Losung zu Teilaufgabe 3.3 Erlduterung: Funktionswert
Die Losung zu p(z) > f(x) ist die Menge aller z-Werte, fiir die die Funktionswerte

Lagebeziehung von Funktionen von p(z) grofer sind als die von f(z).

Diese Menge entspricht dem Bereich, wo der Graph G}, von p oberhalb vom

Graphen Gy von f verlduft, denn dort sind die Funktionswerte von p groffer als die
von f.

Wo verlduft G}, oberhalb von Gf?
Aus dem Koordinatensystem aus Teilaufgabe 3.2 liest man ab:

x €] — o0; —2[U]0; 4]
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Teilaufgabe 3.4 (5 BE)
Die Graphen Gy und G, schlielen im II. Quadranten des Koordinatensystems ein endli-
ches Flichenstiick ein. Markieren Sie dieses Flichenstiick und berechnen Sie die Mafizahl
seines Inhalts.

Losung zu Teilaufgabe 3.4

Fliche zwischen zwet Funktionsgraphen

y A

Erlauterung: Fldche zwischen zwei Funktionsgraphen

Verlduft der Graph einer Funktion f oberhalb dem Graphen einer Funktion g, so
ist der Inhalt eines Flichenstiicks zwischen den zwei Funktionsgraphen Gy und G
gegeben durch:

b
A= [ () = gla)) ax

Sind die Integrationsgrenzen a und b nicht explizit vorgegeben, so verwendet
man hierfiir die Schnittpunkte der beiden Graphen Gy und Gj.

0
A= / (f(z) —p(z)) dx (mit f(z) — p(z) aus Teilaufgabe 3.2)
Z2
y 1
A= —at - S o) dx
Joto)
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Erlduterung: Stammfunktion, Rechenregeln fiir Integrale
145 1
Benotigte Regel zur Bildung der Stammfunktion von gx" — ZzQ — 2 (siehe auch
Merkregel Mathematik):

. ‘,L,’V‘+1
xdx:r+1+c (r#-1)

1, 1, 1 g3+l ] g2l 14l 4 43 g2
= Sat o o) dx= e T -z T
/(89” 1" I) *T8311 4241 1+1 32 12 2

Erlauterung: Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

Ist F eine Stammfunktion von f, dann ist F' = f und es gilt:

b
1@ dx= [F@)lk = FO) - (0

1 1 s 1
~ (g5 - g2 52

Teilaufgabe 4.1 (3 BE)

Das Dreieck A B C' in untenstehender Abbildung rotiert um die y-Achse, und dabei ent-
steht ein Kegel. Der Punkt A ist der Ursprung des Koordinatensystems und der Punkt
B liegt im I. Quadranten auf der Parabel G, mit ¢(z) = —22 4 8z und = € R.

© Abiturloesung.de
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Erlduterung: Punktkoordinaten

Die z-Koordinate vom Punkt B entspricht dem Radius des Kegels, also 25 = r.

Die y-Koordinate vom Punkt B entspricht dem Wert der Funktion ¢ an der
Stelle zp, also yp = ¢(r).

B(rlq(r)) = B (7\ —r? 4 87')

Erlduterung: Volumen eines Kegels

Das Volumen eines Kegels mit Grundflache G und Hohe h ist gegeben durch:

Stellen Sie eine Gleichung V' (r) fiir das Volumen des Kegels auf, wobei r = B C der Radius V= 1 G-h
des Kegels ist. 3
[Mogliches Ergebnis: V (r) = 7%7r rt+ gﬂ' 3] Ist r der Radius der Kreisfliche (Grundfliche), so gilt fiir das Volumen:
1
Losung zu Teilaufgabe 4.1 Vi=gmr?h

Volumen eines Kegels

1
V=--G-h
3
1
V==:mr? b
3 N~~~
yB
1 .
V=gm 2o (—r*+8r)
‘/:71777’4+77r7"5
3 3

Teilaufgabe 4.2 (3 BE)

Ermitteln Sie die maximale sinnvolle Definitionsmenge Dy der Funktion V : 7 — V().
Losung zu Teilaufgabe 4.2

Definitionsbereich bestimmen
1.r>0 = Dv=]0;...

2.h>0
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—r?+8r >0
248 =0
r-(—r+8) =0
ryr=0;r=8
Skizze von —r? + 8r:

Erlduterung: Parabel

Der Graph von —r2 + 8r ist eine nach unten gesffnete Parabel mit Nullstellen 71 = 0
und ro = 8.

YO

0 8

o o

Erlduterung: Funktionswert

Dort wo der Graph oberhalb der r-Achse liegt, hat die Funktion positive Funkti-
onswerte und somit positives Vorzeichen.

Dort wo der Graph unterhalb der r-Achse liegt, hat die Funktion negative
Funktionswerte und somit negatives Vorzeichen.

r €]0; 8]

= Dy =]0;g

Teilaufgabe 4.3 (7 BE)
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Bestimmen Sie die Koordinaten des Punktes B so, dass das Kegelvolumen seinen absolut
grofiten Wert annimmt, und berechnen Sie das maximale Kegelvolumen.

Lo6sung zu Teilaufgabe 4.3

Extremwertaufgabe

1 8 .
V= —37 ot 37 rs Dy =]0;8]  (s. vorherige Teilaufgaben)

Erste und zweite Ableitung bilden:

4
V'(r) = -3 3 4 812

V'(r) = —4xr? 4+ 1677

Erlduterung: Notwendige Bedingung

Folgende notwendige Bedingung muss fiir einen Extrempunkt an der Stelle %
erfiillt sein:

f (zf) =0, daher immer der Ansatz:  f'(z) =0

Erste Ableitung gleich Null setzen: V'(r) = 0

4 .
——rrd+8rr? =0
3
4
r2. <7§7r7*+87r> =0

Erlauterung: Produkt gleich Null setzen

Das Produkt zweier Terme a und b ist genau dann gleich Null, wenn mindestens
einer der Terme Null ist:

a-b=0 — a=0 und/oder b=0

Alle Terme werden einzeln untersucht.

1.72=0 = r2=0 = 7r2¢Dy

4
2. 7§ﬂ7’+87r:0 = rg =06
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1 .
V(rg) = V() = 376 + o -6° = 14dr

= (6]1447) moglicher Extrempunkt

Erlduterung: Art eines Extremums

Ist f (2%) =0 und f” (2¥) >0, so hat die Funktion an der Stelle ¥ einen
Tiefpunkt (Minimum).

Ist f' (%) =0 und f” (2¥) <0, so hat die Funktion an der Stelle z¥ einen
Hochpunkt (Maximum).

V"(r3) = V"(6) = —4r - 36 + 167 - 6 = —487 < 0

= relatives Maximum (6|144)

Randbetrachtung:
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Erlduterung: Randbetrachtung

Bei Extremwertaufgaben ist der Definitionsbereich einer Funktion oft aufgrund
realer Bedingungen eingeschrénkt.

Die Funktionswerte koénnen an den Réndern des Definitionsbereichs grofier
sein als das relative Maximum. Dies muss tiberpriift werden.

Beispiel:

1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
4
1

o1 H 3 4
Definitionsbereich

ol 4

Diese Funktion hat zwar ein relatives Maximum im Punkt H O P(1|4), dies ist jedoch
nicht der grofite Wert, den die Funktion im gesamten Definitionsbereich annehmen
kann.

Bei (5]6) gibt es am Rand des Definitionsbereichs damit noch einen gréfieren Wert.
Dies wire dann hier das globale Maximum.

imV(r)= lim — ir*r+8xr3 =0
r—0t+ ro0t 3 3
} < 1d4r
limV(r)= lim —irin+ 878 =0
r—8~ r—8~

= absolutes Maximum (6|144)
= Vinax = 144 fiir r = 6

= B (r|-r*+8) = B(6[12)
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