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Abitur 2015 Mathematik Geometrie VI

Die Gerade g verlduft durch die Punkte A(0[1|2) und B(2[5/6).
Teilaufgabe Teil A 1a (3 BE)

Zeigen Sie, dass die Punkte A und B den Abstand 6 haben.
Die Punkte C' und D liegen auf g und haben von A jeweils den Abstand 12. Bestimmen
Sie die Koordinaten von C' und D.

Teilaufgabe Teil A 1b (2 BE)

Die Punkte A, B und E(1]2[5) sollen mit einem weiteren Punkt die Eckpunkte eines
Parallelogramms bilden. Fiir die Lage des vierten Eckpunkts gibt es mehrere Moglichkeiten.
Geben Sie fiir zwei dieser Moglichkeiten die Koordinaten des vierten Eckpunkts an.

Die Abbildung zeigt die Pyramide A BC D S mit quadratischer Grundfliche A BC D. Der
Pyramide ist eine Stufenpyramide einbeschrieben, die aus Wiirfeln mit der Kantenlinge 1
besteht.

Jran

Teilaufgabe Teil A 2a (2 BE)

Geben Sie das Volumen der Stufenpyramide und die Hohe der Pyramide A BC D S an.
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Teilaufgabe Teil A 2b (3 BE)

Bestimmen Sie unter Verwendung eines geeignet gewéhlten kartesischen Koordinatensys-
tems eine Gleichung fiir die Gerade, die durch die Punkte B und S verlduft.
Zeichnen Sie das gewéhlte Koordinatensystem in die Abbildung ein.

Abbildung 1 zeigt eine Sonnenuhr mit einer gegeniiber der Horizontalen geneigten, rechtecki-
gen Grundplatte, auf der sich ein kreisformiges Zifferblatt befindet. Auf der Grundplatte ist
der Polstab befestigt, dessen Schatten bei Sonneneinstrahlung die Uhrzeit auf dem Zifferblatt
anzeigt.

Eine Sonnenuhr dieser Bauart wird in einem kartesischen Koordinatensystem modellhaft dar-
gestellt (vgl. Abbildung 2). Dabei beschreibt das Rechteck A BC' D mit A(5] —4|0) und
B(5/|4]0) die Grundplatte der Sonnenuhr. Der Befestigungspunkt des Polstabs auf der Grund-
platte wird im Modell durch den Diagonalenschnittpunkt M (2,5/0|2) des Rechtecks A BC D
dargestellt. Eine Langeneinheit im Koordinatensystem entspricht 10 cm in der Realitét. Die
Horizontale wird im Modell durch die x; zo-Ebene beschrieben.

Abb. 1

Abb. 2
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Teilaufgabe Teil B a (5 BE) Loésung

Bestimmen Sie die Koordinaten des Punkts C. Ermitteln Sie eine Gleichung der Ebene E,
in der das Rechteck A B C' D liegt, in Normalenform.

(mogliches Teilergebnis: E : 4a1 + 5zz — 20 = 0) Teilaufgabe Teil A 1a (3 BE)
Teilaufgabe Teil B b (4 BE) Die Gerade g verlduft durch die Punkte A(0[1|2) und B(2/5/6).
Die Grundplatte ist gegeniiber der Horizontalen um den Winkel a geneigt. Damit man mit
der Sonnenuhr die Uhrzeit korrekt bestimmen kann, muss fiir den Breitengrad ¢ des Auf- Zeigen Sie, dass die Punkte A und B den Abstand 6 haben.
stellungsorts der Sonnenuhr o + ¢ = 90° gelten. Bestimmen Sie, fiir welchen Breitengrad Die Punkte C und D liegen auf g und haben von A jeweils den Abstand 12. Bestimmen
¢ die Sonnenuhr gebaut wurde. Sie die Koordinaten von C' und D.
Teilaufgabe Teil B ¢ (3 BE) Losung zu Teilaufgabe Teil A la

Der Polstab wird im Modell durch die Strecke [M S] mit S(4, 5/0/4,5) dargestellt. Zeigen
Sie, dass der Polstab senkrecht auf der Grundplatte steht, und berechnen Sie die Léinge
des Polstabs auf Zentimeter genau.

Ldnge eines Vektors

A(0[1]2), B(2[5]6)

Sonnenlicht, das an einem Sommertag zu einem bestimmten Zeitpunkt ¢y auf die Sonnenuhr 0 2
: ; BB -5 ) (1) -(x
einfillt, wird im Modell durch parallele Geraden mit dem Richtungsvektor K4 6 6 2 4
—13
dargestellt.
Erldut : Bet i Vekt
Teilaufgabe Teil B d (6 BE) raunterung: betrag emes Vertors
. . . , § . ai
Weisen Sie nach, dass der Schatten (.ier im Modell dulgh den Punkt S dargestellten Spitze Die Linge (bzw. der Betrag) |E>| cines Vektors @ = | ay ist gegeben durch:
des Polstabs auflerhalb der rechteckigen Grundplatte liegt. as

2
Teilaufgabe Teil B e (2 BE) ai ax
|'d| = as = as =/al+d}+dd
Um 6 Uhr verlduft der Schatten des Polstabs im Modell durch den Mittelpunkt der Kante as

[BC], um 12 Uhr durch den Mittelpunkt der Kante [A B] und um 18 Uhr durch den
Mittelpunkt der Kante [A D]. Begriinden Sie, dass der betrachtete Zeitpunkt ¢y vor 12 Uhr

liegt. 9
ﬁ:‘ﬁ‘: 4 ||=v4F16+16=v36=6
4

Lage eines Punktes
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0 2 4
C=Aq2.aB=(1]+2-[a]=]{ o = CO(4)910)

2 4 10

0 2 4
D=A-24aB=1|-2(4]|=[ -7 =  D(-4]-17-6)

2 4 -6

Teilaufgabe Teil A 1b (2 BE)

Die Punkte A, B und E(1|2]5) sollen mit einem weiteren Punkt die Eckpunkte eines Par-
allelogramms bilden. Fiir die Lage des vierten Eckpunkts gibt es mehrere Moglichkeiten.
Geben Sie fiir zwei dieser Moglichkeiten die Koordinaten des vierten Eckpunkts an.

Losung zu Teilaufgabe Teil A 1b

Lage eines Punktes
2
E(25), AB=| 4
4

1. Moglichkeit:
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F, E EF, F,
=}
A 4F B
o
F

2 3
F=|a]+|2]=(6 = Fy(3/6)9)
4 5 9
2. Moglichkeit:
F, FE E Fy
o
A a5 B
Q
F;

oy
TB-E-R - R-P-iD
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1 2 -1

B=2]-|a]=[ -2 = Fy(-1]-21)
5 4 1

Alternative Ldsung

3. Moglichkeit:

AF;

Fy

EB=4F,

B-E=F-4 = F=B-FE+4
2 1 0 1

?;;—(5)—(2 +l1]= 4) = Fy(14)3)
6 5 2 3

Teilaufgabe Teil A 2a (2 BE)

Die Abbildung zeigt die Pyramide A B C DS mit quadratischer Grundfliche ABC D.
Der Pyramide ist eine Stufenpyramide einbeschrieben, die aus Wiirfeln mit der Kanten-
ldnge 1 besteht.
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Geben Sie das Volumen der Stufenpyramide und die Héhe der Pyramide ABC D S an.

Losung zu Teilaufgabe Teil A 2a

Volumen einer Pyramide
Anzahl Wirfel:  254+9+1=35
Volumen Stufenpyramide: V' = 35 VE (Volumeneinheiten)

Hohe Pyramide ABC' D S:  h=3,5 LE (Lingeneinheiten)

Teilaufgabe Teil A 2b (3 BE)
Bestimmen Sie unter Verwendung eines geeignet gewéhlten kartesischen Koordinatensys-
tems eine Gleichung fiir die Gerade, die durch die Punkte B und S verlauft.
Zeichnen Sie das gewéhlte Koordinatensystem in die Abbildung ein.

Losung zu Teilaufgabe Teil A 2b

Geradengleichung aufstellen

Zum Beispiel:

© Abiturloesung.de
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Grundplatte wird im Modell durch den Diagonalenschnittpunkt M (2,5|0/2) des Recht-
ecks A BC D dargestellt. Eine Léngeneinheit im Koordinatensystem entspricht 10 cm in
der Realitéit. Die Horizontale wird im Modell durch die x; xo-Ebene beschrieben.

X3

Abb. 1
Erlduterung: Geradengleichung
Eine Gerade ¢ ist durch einen Ortsvektor ? und cinen Richtungsvektor o ,C
eindeutig bestimmt:
g:)_{):?Jru-V ,peER
Wenn in diesem Modell B(0]0/0) als Aufpunkt genommen wird, dann ist "_;": :2
0 1 '
B =10 der Ortsvektor (des Aufpunkts) und 7= 1 | der Richtungsvek-
0 1
Abb. 2
tor der Geraden B S.
1 Bestimmen Sie die Koordinaten des Punkts C. Ermitteln Sie eine Gleichung der Ebene
BS: j(’ —u-| 1 E, in der das Rechteck A BC' D liegt, in Normalenform.

(mogliches Teilergebnis: E : 421 + 5xg — 20 = 0)

Losung zu Teilaufgabe Teil B a

Teilaufgabe Teil B a (5 BE) Lage eines Punktes
Abbildung 1 zeigt eine Sonnenuhr mit einer gegeniiber der Horizontalen geneigten, recht-
eckigen Grundplatte, auf der sich ein kreisformiges Zifferblatt befindet. Auf der Grund- A(5] = 4]0), B(5[4]0), M (2,502)
platte ist der Polstab befestigt, dessen Schatten bei Sonneneinstrahlung die Uhrzeit auf
dem Zifferblatt anzeigt. 5 5 0
Eine Sonnenuhr dieser Bauart wird in einem kartesischen Koordinatensystem modellhaft /@ = ? - X =4 |- 4 ]=1 38
dargestellt (vgl. Abbildung 2). Dabei beschreibt das Rechteck A B C' D mit A(5| — 4/|0) 0 0 0

und B(5[4]0) die Grundplatte der Sonnenuhr. Der Befestigungspunkt des Polstabs auf der
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-_— =
AM=M - Z = 0 -1 -4 | = 4 Erlduterung: Vektorprodukt
2 0 2 — N
Das Vektorprodukt (Kreuzprodukt) @ x b zweier Vektoren @ und b st ein
5 95 0 Vektor 77, der senkrecht auf der von beiden Vektoren aufgespannte Ebene steht.
— ’

8 - X +2-AM = 704 +2 3 - i = COH) Fiir die komponentenweise Berechnung gilt:

N a by ag - b3 —az- b
Ebene aus drei Punkte axb = as x| b | = az-by —a;-b3

as b5 al-b27a2-b1

In diesem Fall ist:

0 25 8.2-0.4 16

s x| 4 J=(o(25-02]=[o0

0 2 0-4-8-(-2,5) 20
0 —2.5 16
AxAM=|8 | x| 4 |=] o
0 2 20

Ebene E

Erlduterung: Vereinfachen

Die Lénge eines Normalenvektors ist nicht entscheidend fiir die Ebenengleichung.
m B 4 Der Normalenvektor muss nur senkrecht zur Ebene stehen.

- Vereinfachungen durch Ausklammern eines gemeinsamen Faktors bzw. Teilen durch
einen Faktor sind erlaubt.

Richtungsvektoren der Ebene E: ﬁ =1 8
0 2

A(5] — 4]0) sei Aufpunkt des Ortsvektors der Ebene E .
Hier wird der Normalenvektor durch 4 geteilt.

Ebenengleichung in Normalenform
Das erleichtert das Weiterrechnen wesentlich.

Normalenvektor n_]_% der Ebene E bestimmen:

L (16 4
= ap==-{ 0 ]=[0
20 5

Ebenengleichung in Normalenform bestimmen:
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4
Erlduterung: Normalenform einer Ebene Normalenvektor 7.7 der Ebene E: 7= | 0
5
Zum Aufstellen der Normalenform einer Ebene werden nur der Normalenvektor
und ein Punkt P aus der Ebene (Aufpunkt) benétigt. 0
E:ifo ? =7po ? Normalenvektor der xq xo-Ebene (Horizontale): 7= 0
’ - 1
Hier (A ist Aufpunkt): ) ) .
Erlduterung: Winkel zwischen zwei Ebenen
4 5 4 —
E:[o0|oX=|-4a]of0 — TG E
5 0 5 E
N—— [24
il A
E 421+ 523 =20+0+0 G

E:4x1 + 523 —20=10 /

Teilaufgabe Teil B b (4 BE) Der Winkel « zwiscit)en zwei_E)benen E und G ist gleich dem Winkel zwischen den

Normalenvektoren ng und nd.
Die Grundplatte ist gegeniiber der Horizontalen um den Winkel v geneigt. Damit man mit
der Sonnenuhr die Uhrzeit korrekt bestimmen kann, muss fiir den Breitengrad ¢ des Auf-
stellungsorts der Sonnenuhr a + ¢ = 90° gelten. Bestimmen Sie, fiir welchen Breitengrad

¢ die Sonnenuhr gebaut wurde.

Winkel « zwischen den Normalenvektoren der Ebene F und der x7 zo-Ebene bestimmen:

Losung zu Teilaufgabe Teil B b Erlduterung: Skalarprodukt, Winkel zwischen zwei Vektoren

ﬁ
Aus der allgemeinen Definition des Skalarproduktes zweier Vektoren @ und b
— — —
dob =|7|~’b’-cos&<7, b)
——

e

Winkel zwischen zwei Ebenen

C folgt fiir den Winkel a zwischen den beiden Vektoren:
‘ cosa = @0
=—
@l [7]

(Formel zur Winkelberechnung zwischen 2 Vektoren)

e
Gl 4

x1%5-Ebene
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o

ot O
—= o O

cosa = H

Erlduterung: Betrag eines Vektors

ot O
= o o

ai
Die Léinge (bzw. der Betrag) |@| eines Vektors @ = [ ay ist gegeben durch:
as

al al 2
|d| = as = as =/a?+d}+d2
as as
0

Fiir den Richtungsvektor der z; zo-Ebene n'é = 0 gilt z.B:

1
[nB| = V02 +02+12=1

cosq = 0T 0+5

VAT -1

5

cosa =

V4l

5
—1 o
= « = cos —— | =~ 38,66
(7)

= ¢ =090°—a«a=51,34°

Teilaufgabe Teil B ¢ (3 BE)

Der Polstab wird im Modell durch die Strecke [M S] mit S(4, 5|0/4,5) dargestellt. Zeigen
Sie, dass der Polstab senkrecht auf der Grundplatte steht, und berechnen Sie die Linge

des Polstabs auf Zentimeter genau.
Losung zu Teilaufgabe Teil B ¢
Lénge eines Vektors

M(2,5[0[2) , S(4,5014,5)
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4,5 2 2,5

Erlduterung: Betrag eines Vektors

ay
Die Liinge (bzw. der Betrag) |@| eines Vektors @ = [ ag ist gegeben durch:
az
ai ai :
7| =1 a2 ||= as | =y/a?+ad+a3
az az
2
m:\my: 0 ||=v2+0+6,25=/10,25~3,2 LE
2,5

Lénge der Polstange = 3,2-10 cm = 32 cm
Lagebeziehung von Vektoren
2 4

2.m8=2. 0o |=(0 )=
2,5 5

Erlduterung: Parallele Vektoren

Der Normalenvektor 77z der Ebene E ist ein Vielfaches vom Vektor M § Sie sind
somit parallel.

= #p|MS

Erlduterung: Normalenvektor

Der Normalenvektor einer Ebene steht selbst senkrecht zur Ebene.

~ MS.E
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Teilaufgabe Teil B d (6 BE) 4,5 6

g: ? = 0 +A- 6
Sonnenlicht, das an einem Sommertag zu einem bestimmten Zeitpunkt ¢y auf die Sonnen- 4,5 13
6
uhr einfillt, wird im Modell durch parallele Geraden mit dem Richtungsvektor ° = 6 El @
—13
dargestellt. Schnitt Ebene und Gerade

E:4x1+5x3—-20=0
Weisen Sie nach, dass der Schatten der im Modell durch den Punkt S dargestellten Spitze
des Polstabs auerhalb der rechteckigen Grundplatte liegt. Ebene E und Gerade ¢ schneiden: EN g

Losung zu Teilaufgabe Teil B d
Erlduterung: Schnitt Ebene und Gerade

Geradengleichung aufstellen
Schneidet eine Gerade g : ? = 5 + A- 7 eine Ebene E in einem Punkt P, dann
erfiillt die Geradengleichung fiir ein bestimmten Wert von A (von g) die Normalen-

E form der Ebene E.

4
c(ol4|4) \4

Man setzt ¢ in E ein und 16st nach A auf.

*3
4

Hier wird also [ in E eingesetzt und nach A aufgelost.

- > > ENg: 4-(4,5+46)\) +5-(4,5-130)—20 = 0

/ x x 18424\ 4225650 —20 = 0

5'(7,5|31-2) —41X+ 20,5 = 0

A _ 205

A(5]-410) ’{15 B 1 - 4%1

Seitenansicht (x,x,-Ebene)

Erlduterung: Finsetzen

Um den Schnittpunkt zu bestimmen, wird der gefundene A-Wert in die Geraden-
gleichung eingesetzt.

Gerade g durch S mit Richtungsvektor ° = 6
—13
Lo [45\ [ ¢ 7.5
S={ o |+5| 6 |]=(3 = 57,53 -2
4,5 -13 -2
Erlduterung: Geradengleichung
Eine Gerade g ist durch einen Ortsvektor P und einen Richtungsvektor ¥ S’ liegt aufierhalb des Rechtecks A BC D, da seine z3-Koordinate negativ ist.

eindeutig bestimmt:

¢g:X=P+XA-7 ,AeR

Somit liegt der Schatten der Polstabspitze S aulerhalb der rechteckigen Grundplatte.
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Teilaufgabe Teil B e (2 BE)

Um 6 Uhr verlduft der Schatten des Polstabs im Modell durch den Mittelpunkt der
Kante [B C], um 12 Uhr durch den Mittelpunkt der Kante [A B] und um 18 Uhr durch
den Mittelpunkt der Kante [A D]. Begriinden Sie, dass der betrachtete Zeitpunkt ¢y vor
12 Uhr liegt.

Losung zu Teilaufgabe Teil B e

Anwendungszusammenhang

c
18 Uhr 6 Uhr
A /12 Uhr B(5[4]0)

*1

Mittelpunkt der Strecke [A B]:  (5]0]0)
Die z2-Koordinate des Mittelpunkts ist 0.

Schatten verlduft zum Zeitpunkt ¢y durch S'(7,5|3| — 2).
Die zo-Koordinate des Punktes S’ ist postiv, also liegt tog vor 12 Uhr.
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