Seite 1 Abiturloesung.de - Abituraufgaben

Abitur 2014 Mathematik Stochastik III

In Urne A befinden sich zwei rote und drei weile Kugeln. Urne B enthélt drei rote und zwei
weifle Kugeln. Betrachtet wird folgendes Zufallsexperiment:

Aus Urne A wird eine Kugel zufillig entnommen und in Urne B gelegt; danach wird aus
Urne B eine Kugel zufillig entnommen und in Urne A gelegt.

Teilaufgabe Teil A 1a (2 BE)

Geben Sie alle Moglichkeiten fiir den Inhalt der Urne A nach der Durchfiihrung des Zu-
fallsexperiments an.

Teilaufgabe Teil A 1b (3 BE)

Betrachtet wird das Ereignis E: ,Nach Durchfiihrung des Zufallsexperiments befinden sich
wieder drei weife Kugeln in Urne A.“ Untersuchen Sie, ob das Ereignis E eine grofiere
Wahrscheinlichkeit als sein Gegenereignis hat.

Teilaufgabe Teil A 2 (2 BE)

Betrachtet wird eine Bernoullikette mit der Trefferwahrscheinlichkeit 0,9 und der Lénge
20. Beschreiben Sie zu dieser Bernoullikette ein Ereignis, dessen Wahrscheinlichkeit durch
den Term 0,92 +20-0,1-0,9'° angegeben wird.

Teilaufgabe Teil A 3 (3 BE)

Die Zufallsgrofie X kann die Werte 0, 1, 2 und 3 annehmen. Die Tabelle zeigt die Wahr-
scheinlichkeitsverteilung von X mit p1,p2 € [0;1].

Zeigen Sie, dass der Erwartungswert von X nicht gréfier als 2,2 sein kann.
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Im Rahmen der sogenannten JIM-Studie wurde in Deutschland im Jahr 2012 der Umgang von
Jugendlichen im Alter von 12 bis 19 Jahren mit Information und Medien untersucht. In der
folgenden Tabelle werden ausgewihlte Ergebnisse dieser Studie anhand einer représentativen
Auswahl von 200 Jugendlichen wiedergegeben, von denen 102 Jungen sind. Dabei werden fiir
vier Geriteklassen jeweils die Anzahl der Médchen und die Anzahl der Jungen unter den 200
ausgewihlten Jugendlichen angegeben, die ein entsprechendes Gerét besitzen.

Madchen | Jungen
Smartphone 42 52
Computer 7 a7
Fernsehgerat 54 65
feste Spielkonsole T 62

Teilaufgabe Teil B 1a (2 BE)

Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass eine aus den 200 Jugendlichen zufillig
ausgewihlte Person weiblich ist und kein Fernsehgerit besitzt.

Teilaufgabe Teil B 1b (2 BE)

Aus den 200 Jugendlichen wird eine Person zufiillig ausgewiihlt, die ein Fernsehgerit be-
sitzt. Ermitteln Sie die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass diese Person weiblich ist.

Teilaufgabe Teil B 1c (2 BE)

Begriinden Sie, dass die Ereignisse , Eine aus den 200 Jugendlichen zufillig ausgewéhlte
Person besitzt ein Fernsehgerit.“ und ,,Eine aus den 200 Jugendlichen zufillig ausgewéhlte
Person ist ein Médchen.“ abhéingig sind.

Teilaufgabe Teil B 1d (3 BE)

Der Studie zufolge besitzen 55% der Midchen im Alter von 12 bis 19 Jahren ein Fernseh-

gerét.
12

Geben Sie den Wert der Summe ZB(QS;O, 55;4) in Prozent an. Begriinden Sie, dass

i=0
dieser Wert im Allgemeinen nicht die Wahrscheinlichkeit dafiir angibt, dass von den 25
Schiilerinnen einer Klasse der Jahrgangsstufe 9 weniger als die Hélfte ein Fernsehgerét
besitzt.
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Der JIM-Studie zufolge besitzen deutlich weniger als 90% der Jugendlichen einen Computer.
Daher wird an den Stadtrat einer Kleinstadt der Wunsch herangetragen, im ortlichen Ju-
gendzentrum einen Arbeitsraum mit Computern einzurichten. Der Stadtrat méchte die dafiir
erforderlichen finanziellen Mittel nur dann bewilligen, wenn weniger als 90% der Jugendlichen
der Kleinstadt einen Computer besitzen.

Teilaufgabe Teil B 2a (4 BE)

Die Entscheidung iiber die Bewilligung der finanziellen Mittel soll mithilfe einer Befragung
von 100 zufillig ausgewihlten 12- bis 19-jdhrigen Jugendlichen der Kleinstadt getroffen
werden. Die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass die finanziellen Mittel irrtiimlich bewilligt wer-
den, soll hochstens 5% betragen. Bestimmen Sie die zugehorige Entscheidungsregel, bei der
zugleich die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass die finanziellen Mittel irrtiimlich nicht bewilligt
werden, moglichst klein ist.

Teilaufgabe Teil B 2b (3 BE)

Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass unter den 100 befragten Jugendlichen
genau 85 einen Computer besitzen, wenn der Anteil derjenigen Jugendlichen, die einen
Computer besitzen, unter den Jugendlichen der Kleinstadt ebenso grofl ist wie unter den
in der Tabelle erfassten Jugendlichen.

Teilaufgabe Teil B 3 (4 BE)

Es ist zu vermuten, dass unter den Jugendlichen, die ein Smartphone besitzen, der Anteil
derjenigen, die eine feste Spielkonsole besitzen, grofer ist als unter den Jugendlichen, die
kein Smartphone besitzen. Bestimmen Sie fiir die in der Tabelle erfassten 200 Jugendlichen,
wie grofl die Anzahl derjenigen Personen, die sowohl ein Smartphone als auch eine feste
Spielkonsole besitzen, mindestens sein muss, damit die Vermutung fiir die in der Tabelle
erfassten Jugendlichen zutrifft.
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Loésung

Teilaufgabe Teil A 1a (2 BE)

In Urne A befinden sich zwei rote und drei weifle Kugeln. Urne B enthilt drei rote und
zwel weifle Kugeln. Betrachtet wird folgendes Zufallsexperiment:

Aus Urne A wird eine Kugel zufillig enthommen und in Urne B gelegt; danach wird

aus Urne B eine Kugel zufillig entnommen und in Urne A gelegt.

Geben Sie alle Moglichkeiten fiir den Inhalt der Urne A nach der Durchfithrung des
Zufallsexperiments an.

Losung zu Teilaufgabe Teil A 1a

Kombinatorik

Urne A Urne B

Erlduterung:

1. Fall: ,Eine rote Kugel kommt raus und eine weifle rein“
= Ixr 4xw

2. Fall: ,,Eine rote Kugel kommt raus und wieder rein“
= 2xr 3Ixw

3. Fall: Eine weifle Kugel kommt raus und wieder rein“
= 2xXr 3Ixw

4. Fall: ,Eine weifle Kugel kommt raus und eine rote rein®
= 3Xr 2xw

Moglichkeiten:
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Ixr 4xw
2xr 3Ixw
3xr 2xw

Teilaufgabe Teil A 1b (3 BE)

Betrachtet wird das Ereignis F: ,Nach Durchfiihrung des Zufallsexperiments befinden sich
wieder drei weifle Kugeln in Urne A.“ Untersuchen Sie, ob das Ereignis E eine grofiere
Wahrscheinlichkeit als sein Gegenereignis hat.

Losung zu Teilaufgabe Teil A 1b

Wahrscheinlichkeit

Urne A Urne B
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Erlduterung: Ereignis

Das Ereignis F tritt ein, wenn entweder

1 rote Kugel aus A entnommen und auch wieder zuriickgelegt wird (1. Fall)

oder

1 weile Kugel aus A entnommen und auch wieder zuriickgelegt wird (2. Fall).

1. Fall:

2
Die Wahrscheinlichkeit eine rote Kugel aus A zu ziehen ist gleich —. Liegen dann in

B 4 rote Kugel, so ist die Wahrscheinlichkeit eine rote Kugel aus B zu ziehen gleich
4

6

2. Fall:

3
Die Wahrscheinlichkeit eine weifie Kugel aus A zu Ziehen ist gleich —. Liegen dann

in B 3 rote Kugel, so ist die Wahrscheinlichkeit eine weifle Kugel aus B zu Ziehen

3
leich —.
gleic 6
raus A raus B waus A w aus B
2 4 3 3 17
PE)= = - = 2 Rk
(E) 5 6 + 5 6 30

Erlduterung: Gegenereignis

Fiir die Wahrscheinlichkeit eines Gegenereignisses F gilt:

P(E):lfP(E):g

= P(E)>P(E)

Teilaufgabe Teil A 2 (2 BE)

P(E)=1- P(E)

Betrachtet wird eine Bernoullikette mit der Trefferwahrscheinlichkeit 0,9 und der Linge
20. Beschreiben Sie zu dieser Bernoullikette ein Ereignis, dessen Wahrscheinlichkeit durch

den Term 0,92 +20-0,1-0,9% angegeben wird.
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Losung zu Teilaufgabe Teil A 2

Binomialverteilung

p=09 = ¢=1-09=0,1

Erlduterung: Bernoulli-Formel
Die Wahrscheinlichkeit genau k Treffer bei n Versuchen zu erzielen betréigt:
Pl Trefter) = (2 = k) = () 05+ (1= p)" ™
Dabei ist:
n = Anzahl der Versuche
k = Anzahl der Treffer

p = Wahrscheinlichkeit eines Treffers pro Versuch
1 — p = Wahrscheinlichkeit einer Niete pro Versuch

20
F39(Z =20) = (20> -0,9%°.0,1° = 0,9%
N—— 1

20
P3S(Z =19) = <19) -0,91%.0,11 =20-0,91.0,1!

N——
20

0,9 4+20-0,1-0,9" = P(Z >19)
—— ———
P(Z=20) P(Z=19)

Ereignis: ,Mindestens 19 Treffer werden erzielt.“

Teilaufgabe Teil A 3 (3 BE)

Die Zufallsgréfie X kann die Werte 0, 1, 2 und 3 annehmen. Die Tabelle zeigt die Wahr-
scheinlichkeitsverteilung von X mit p1,p2 € [0;1].
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Zeigen Sie, dass der Erwartungswert von X nicht gréfer als 2,2 sein kann.
Losung zu Teilaufgabe Teil A 3

Erwartungswert einer Zufallsgréfle

Erwartungswert F(X) bestimmen:

Erlduterung:

Der Erwartungswert einer ZufallsgroBe X bei n Versuchen (hier 4), ist definiert als:

E,(X) = le “P(X =)

In diesem Fall:

4
E(X)=> k- P(X = k)

i=1

3
BX)=0-p1+1 - +2-

1
10 53 P

7
E(X)= 1—0+3p2

Erlauterung: Wahrscheinlichkeitsverteilung

In einer Wahrscheinlichkeitsverteilung ist die Summe aller Wahrscheinlichkeiten
gleich 1.

3 1
Es gilt: — + = =1
S gl P1+10+5+P2

1
Daraus folgt:  p; +p2 = 3
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1 1
p2 kann somit maximal den Wert 3 haben (wenn p; = 0):  p2 < 3
7 1 22
i i : < — = — =
Einsetzen in E(X) E(X) < 10 +3 5= 10 2,2

Teilaufgabe Teil B 1la (2 BE)

Im Rahmen der sogenannten JIM-Studie wurde in Deutschland im Jahr 2012 der Umgang
von Jugendlichen im Alter von 12 bis 19 Jahren mit Information und Medien untersucht.
In der folgenden Tabelle werden ausgewihlte Ergebnisse dieser Studie anhand einer re-
présentativen Auswahl von 200 Jugendlichen wiedergegeben, von denen 102 Jungen sind.
Dabei werden fiir vier Geriiteklassen jeweils die Anzahl der Médchen und die Anzahl der
Jungen unter den 200 ausgewihlten Jugendlichen angegeben, die ein entsprechendes Ge-
rit besitzen.

Madchen | Jungen
Smartphone 42 52
Computer 77 87
Fernsehgerat 54 65
feste Spielkonsole 7 52

Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass eine aus den 200 Jugendlichen zuféllig
ausgewihlte Person weiblich ist und kein Fernsehgerit besitzt.

Losung zu Teilaufgabe Teil B 1a
Wahrscheinlichkeit

Daten aus der Angabe und Tabelle analysieren:
- 200 Jugendliche insgesamt

- 102 sind Jungen, also sind 98 Midchen
- 54 Médchen haben ein Fernsehgerit, also haben 98 — 54 = 44 Midchen keins.
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44
P(,Médchen ohne Fernsehgerit® ) = 500 = 22%

Andere Schreibweise:

P(WAF) = o =22%

W : ,Person ist weiblich“
F: ,Person besitzt ein Fernsehgerit“

Teilaufgabe Teil B 1b (2 BE)

Aus den 200 Jugendlichen wird eine Person zufilllig ausgewéhlt, die ein Fernsehgerit
besitzt. Ermitteln Sie die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass diese Person weiblich ist.

Losung zu Teilaufgabe Teil B 1b

Bedingte Wahrscheinlichkeit

Anzahl Jugendliche, die ein Fernsehgerét besitzen: 54 + 65 = 119
Anzahl Méadchen, die ein Fernsehgerét besitzen: 54

54
P(,,Jugendlicher mit Fernsehgerét ist weiblich® ) = 119 ~ 45,4%

Andere Schreibweise:
54
P, =— =454
r(W) 19 =45 %

W : ,Person ist weiblich*
F: ,Person besitzt ein Fernsehgerat“

Teilaufgabe Teil B 1c (2 BE)
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Begriinden Sie, dass die Ereignisse ,Eine aus den 200 Jugendlichen zufiillig ausgewihlte
Person besitzt ein Fernsehgerét.“ und ,,Eine aus den 200 Jugendlichen zufillig ausgewéhlte

Person ist ein Médchen.“ abhéingig sind.
Losung zu Teilaufgabe Teil B 1c

Stochastische Unabhdngigkeit

W : ,Person ist weiblich“
F: ,Person besitzt ein Fernsehgerit“

Pp(W) ~45,4%  (Teilaufgabe 1b)

98
P(W) = 555 = 49%

Erlduterung: Stochastische Unabhdngigkeit

Sind zwei Ereignisse stochastisch unabhiingig, so ist die Wahrscheinlichkeit fiir
das Ereignis immer dieselbe, unabhéngig von einer Bedingung. Somit sind im
Baumdiagramm die Wahrscheinlichkeiten der Aste der zweiten Stufe, die in die
gleiche Richtung (oben bzw. unten) zeigen, gleich.

1. stufe 2. Stufe

gleiche

|

| /+

: T : Wahrscheinlichkeit
| -

| |

! !

Wenn F' und W stochastisch unabhéingig sein sollen, dann muss gelten:

Pp(W) = Pr(W) =P(W)

Die Ereignisse F' und W sind stochastisch abhiingig, da Pr(W) # P(W)
Alternative Ldsung

Pp(W) =~ 45,4%

Pr(W) = o1 % 54,3%

Die Ereignisse F und W sind stochastisch abhingig, da Pr(W) # Pz(W)
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119 98 54
P(F).-P =— . —=x~0,2 — = P(F
(F)- P(W) 200 200 0,29 # 200 (FAW)
=0,27

Teilaufgabe Teil B 1d (3 BE)

L

Der Studie zufolge besitzen 55% der Midchen im Alter von 12 bis 19 Jahren ein Fernseh-

gerét.
12

Geben Sie den Wert der Summe 23(25;0,55;2') in Prozent an. Begriinden Sie, dass

i=0
dieser Wert im Allgemeinen nicht die Wahrscheinlichkeit dafiir angibt, dass von den 25
Schiilerinnen einer Klasse der Jahrgangsstufe 9 weniger als die Hilfte ein Fernsehgerét
besitzt.

osung zu Teilaufgabe Teil B 1d

Binomialverteilung

12
Z B(25;0,55;1) = Pi3;(Z < 12) ~ 0,30632 ~ 30,6%  (Tafelwerk)
i=0

Begriindung:

Die 25 Schiilerinnen bilden keine repriisentative Auswahl aus den Mé#dchen im Alter von
12 bis 19 Jahren.

Teilaufgabe Teil B 2a (4 BE)

Der JIM-Studie zufolge besitzen deutlich weniger als 90% der Jugendlichen einen Compu-
ter. Daher wird an den Stadtrat einer Kleinstadt der Wunsch herangetragen, im 6rtlichen
Jugendzentrum einen Arbeitsraum mit Computern einzurichten. Der Stadtrat mochte die
dafiir erforderlichen finanziellen Mittel nur dann bewilligen, wenn weniger als 90% der
Jugendlichen der Kleinstadt einen Computer besitzen.

Die Entscheidung iiber die Bewilligung der finanziellen Mittel soll mithilfe einer Befragung
von 100 zufillig ausgewéhlten 12- bis 19-jihrigen Jugendlichen der Kleinstadt getroffen
werden. Die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass die finanziellen Mittel irrtiimlich bewilligt
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werden, soll hochstens 5% betragen. Bestimmen Sie die zugehérige Entscheidungsregel,
bei der zugleich die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass die finanziellen Mittel irrtiimlich nicht
bewilligt werden, moglichst klein ist.

Losung zu Teilaufgabe Teil B 2a

Hypothesentest - Fehler erster Art

Text analysieren und Daten herauslesen:

Erlduterung: Signifikanzniveau, Hypothesentest

Die Nullhypothese versteckt sich im Text in den S#tzen ,Die Wahrscheinlichkeit
dafiir, dass die finanziellen Mittel irrtiimlich bewilligt werden, soll héchstens 5%
betragen“ und “ ... nur dann bewilligen, wenn weniger als 90%...“ .

Die 5% stehen fiir das Signifikanzniveau, also die Wahrscheinlichkeit, mit der
die Nullhypothese félschlicherweise abgelehnt wird, obwohl sie eigentlich richtig ist
(Fehler erster Art oder a-Fehler).

Hlrrtiimlich bewilligen® ist gleich zu ,filschlicherweise ablehnen.
Die Ablehnung ist somit die Nullhypothese. Diese findet statt, wenn mindes-
tens (Gegenteil zu weniger) 90% der Jugendlichen einen Computer besitzen.
Nullhypothese: Hy:p>0,9
Stichprobenumfang:  n = 100
Signifikanzniveau:  « = 5%
Annahmebereich von Hy: A = [k +1,100]

Ablehnungsbereich von Hy: A = [0, k]

Erlduterung: Nullhypothese

Da hier die Nullhypothese “ p > 0,9“ bzw. “ Mindestens 90%* lautet, liegt der
Annahmebereich rechts und der Ablehnungsbereich links.
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+1 n =100
|
1

—o
e
=

Ablehnungsbereich 4 Annahmebereich 4

Fehler 1. Art bestimmen:

Erlduterung: Fehler 1.Art

Man spricht von ,Fehler 1. Art“ , wenn die Nullhypothese filschlicherweise abgelehnt
wird.

Das ist der Fall, wenn Hyp wahr ist, man sich aber gegen Hy entscheidet, da
das Stichprobenergebnis zufillig im Ablehnungsbereich liegt (Z < k).

= Tehler erster Art:  Pi3°(Z < k) < 0,05

PN(Z < k) <0,05

Aus dem Tafelwerk ablesen: k=284

Entscheidungsregel:

Ablehnungsbereich 4 : Annahmebereich 4

Die Bewilligung der finanziellen Mittel findet statt, wenn hochstens 84 Jugendliche einen PC
besitzen.

Teilaufgabe Teil B 2b (3 BE)

Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass unter den 100 befragten Jugendlichen
genau 85 einen Computer besitzen, wenn der Anteil derjenigen Jugendlichen, die einen
Computer besitzen, unter den Jugendlichen der Kleinstadt ebenso grof} ist wie unter den
in der Tabelle erfassten Jugendlichen.

Losung zu Teilaufgabe Teil B 2b
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Binomialverteilung

Aus der Tabelle: Daraus folgt:
. . o _ 99 .
Jugendliche mit Computer = 77 + 87 = 164 Anteil an Jugendlichen, die eine Konsole besitzen: 200 = 49,5%
164
P(,,C ter* ) = — =0, 82
(,,Computer* ) 500 ,
Erlduterung:

Erlduterung: Bernoulli-Formel
49,5% der in der Tabelle erfassten Jugendlichen besitzt eine feste Spielkonsole.
Die Wahrscheinlichkeit genau k Treffer bei n Versuchen zu erzielen betrigt:
n i ok Damit die Vermutung zutrifft, muss der Anteil derjenigen Personen, die eine
k) p7-(1=p) feste Spielkonsole besitzen, unter denen, die im Besitz eines Smartphones sind,
groBer als 49,5% sein.

P(k Treffer) = P™(Z = k) = (

Dabei ist:
Folglich miissen von den 94 Personen, die im Besitz eines Smartphones sind,
n = Anzahl der Versuche

. 99 . .
% — Anzahl der Treffer mindestens 49,5%, also —— -94 =47 Personen, auch eine feste Spielkonsole

p = Wahrscheinlichkeit eines Treffers pro Versuch besitzen.
1 — p = Wahrscheinlichkeit einer Niete pro Versuch
99
94. — =46,53 = Mindestens 47 Jugendliche miissen sowohl ein Smartphone als auch
P(})%%(Z _85) = (18050> .0,82%.0,18'% ~ 8,1% eine Spielkonsole besitzen.

Teilaufgabe Teil B 3 (4 BE)

Es ist zu vermuten, dass unter den Jugendlichen, die ein Smartphone besitzen, der Anteil
derjenigen, die eine feste Spielkonsole besitzen, groBer ist als unter den Jugendlichen, die
kein Smartphone besitzen. Bestimmen Sie fiir die in der Tabelle erfassten 200 Jugendli-
chen, wie grofl die Anzahl derjenigen Personen, die sowohl ein Smartphone als auch eine
feste Spielkonsole besitzen, mindestens sein muss, damit die Vermutung fiir die in der
Tabelle erfassten Jugendlichen zutrifft.

Losung zu Teilaufgabe Teil B 3

Bedingte Wahrscheinlichkeit

Aus der Tabelle geht hervor:

Anzahl der Jugendlichen, die ein Smartphone besitzen: 42+52=94

Anzahl der Jugendlichen, die eine Konsole besitzen: 37 4 62 = 99
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