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Fachabitur 2014 Mathematik NT Infinitesimalrechnung A I

1
Gegeben ist die reelle Funktion f:z — “1 (23 — 42® — 22 + 8) mit der Definitionsmenge
Dy =R.
Teilaufgabe 1.1 (7 BE)
Bestimmen Sie simtliche Nullstellen der Funktion f und deren Vielfachheit. Begriinden

Sie dann ohne weitere Rechnung, dass in den Intervallen } —V2;v2 { sowie ] V2; 4[ jeweils
eine Extremstelle liegt. Geben Sie auch deren Art an.

Teilaufgabe 1.2 (5 BE)

Berechnen Sie Art und Koordinaten der Extrempunkte des Graphen Gy. Runden Sie auf
zwei Stellen nach dem Komma.

Teilaufgabe 1.3 (4 BE)

Ermitteln Sie die maximalen Intervalle, in denen der Graph Gy rechts- bzw. linksgekriimmt
ist, sowie die Koordinaten des Wendepunkts.

Teilaufgabe 1.4 (4 BE)

Zeichnen Sie den Graphen Gy im Bereich —2 <z < 4,5, auch unter Verwendung vorlie-
gender Ergebnisse, in ein kartesisches Koordinatensystem.

Teilaufgabe 1.5 (4 BE)

Die Gerade Gy enthilt die Schnittpunkte des Graphen Gy mit der y-Achse und mit der
2-Achse bei x = 4. Zeigen Sie, dass die Gerade Gy Tangente an Gy ist und zeichnen Sie Gy
in das vorhandene Koordinatensystem ein.

Teilaufgabe 1.6 (4 BE)

Die Graphen Gy und Gy schlielen ein endliches Flichenstiick ein. Berechnen Sie die Maf-
zahl seines Flidcheninhalts.

Teilaufgabe 1.7 (4 BE)

Gegeben ist zusétzlich die Funktion p mit D, = R und es gilt:
1

f(z) —p(z) = -1 (z® - 52?).
Bestimmen Sie die Nullstellen der Funktion f — p mit deren Vielfachheit und erldutern Sie

die geometrische Bedeutung dieser Stellen fiir die Graphen der beiden Funktionen.
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Gegeben sind die reellen Funktionen &, : z +— % [z3 —(2a+2)2® + (8a — 10)x + 8} mit Dy, =R
und @ € RT.
Teilaufgabe 2.1 (4 BE)

Berechnen Sie den Wert des Parameters a so, dass der Graph der Funktion k, bei x =4
die z-Achse als Tangente besitzt.

Teilaufgabe 2.2 (2 BE)

Untersuchen Sie, welcher Zusammenhang zwischen den Graphen der Funktionen f(aus 1.0)
und k; (a = 1) besteht.

Teilaufgabe 3. (7 BE)

Eine Kugel soll eine Bahn hinabrollen, die durch den Graphen G}, der Funktion

g(x) fir0<az<4

(332761') fird<xz<6

beschrieben wird. Dabei ist der Graph von g das in unten stehender Skizze dargestellte
Geradenstiick.

Priifen Sie durch Rechnung, ob die Bahn G}, an der Stelle = 4 einen Sprung bzw. einen
Knick aufweist.

hizwe{

y A
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Der Querschnitt eines Abflusskanals ist begrenzt durch ein Rechteck und einen Halbkreis mit
Radius r. Alle Angaben sind in Meter. Auf Einheiten wird in der Rechnung verzichtet.

Teilaufgabe 4.1 (5 BE)

Zeigen Sie, dass sich die Mafizahl A(z) der Querschnittfliche des Kanals in Abhéngigkeit
von z durch A(z) = (2 + 0,57m)2% — 27 + 27 darstellen lisst.

Teilaufgabe 4.2 (3 BE)

Die Strecken [A B], [BC], [D E] und [E F] besitzen in der Summe hochstens eine Linge
von 12 m. Weisen Sie nach, dass dann fiir die sinnvolle maximale Definitionsmenge D 4 der
Funktion A : z — A(z) gilt: Dy =]2;4].

Teilaufgabe 4.3 (4 BE)
Bestimmen Sie z so, dass die zugehorige Querschnittsfliche maximalen Inhalt annimmt.

Teilaufgabe 4.4 (3 BE)

Nun sei = 4. Der Kanal ist bis 1m unter der Oberkante gefiillt. Berechnen Sie, wie viel
Prozent der Querschnittsfliche des Kanals ausgelastet sind.
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Loésung

Teilaufgabe 1.1 (7 BE)
1, .
Gegeben ist die reelle Funktion f : z -3 (2 — 42% — 22 + 8) mit der Definitionsmen-

ge Df =R.

Bestimmen Sie sdmtliche Nullstellen der Funktion f und deren Vielfachheit. Begriinden
Sie dann ohne weitere Rechnung, dass in den Intervallen ] —\/5; V2 [ sowie } V2:4 [ jeweils
eine Extremstelle liegt. Geben Sie auch deren Art an.

Losung zu Teilaufgabe 1.1

Nullstellen einer Funktion
f(z) = 1 (2 — 42® — 22+ 8)
’ 4

Erlduterung: Nullstellen

Der Ansatz, um die Nullstellen (die Schnittpunkte einer Funktion f mit der
2-Achse) zu bestimmen, lautet stets:

f@)=0
Die Gleichung muss anschlieBend nach x aufgelost werden.
1 3 2
fl@)=0 = - (2 —42® —22+8) =0

23— 42> -2 +8=0

© Abiturloesung.de



Seite 5 Abiturloesung.de - Abituraufgaben

Erlduterung: Ldsen einer Gleichung dritten Grades

Das Losen einer Gleichung dritten Grades (auf der rechten Seite muss die Null
stehen) setzt voraus, dass bereits eine Losung bekannt ist. Ist dies nicht der Fall, so
muss eine Losung durch Ausprobieren geraten werden (fiir z werden die Werte £1,
+2, £+3, 4, etc. eingesetzt).

Hat man eine Losung gefunden, so teilt man mittels Polynomdivision den
Term links des Gleichheitszeichens durch die bekannte Losung.
Erste Nullstelle durch ,,Ausprobieren® : x{v =4

Polynomdivision durchfiihren: (x“ —42? — 2z + 8) : (z—4)

Erlduterung: Polynomdivision

Polynome lassen sich in Summenschreibweise oder auch faktorisiert schreiben. Das
Polynom 2% + z — 2 liisst sich beispielsweise in Faktoren folgendermafien schreiben:

e —2=(2+2)(z-1)

21 = —2 und x2 = 1 sind dabei die Nullstellen des Polynoms.

Bei einer Polynomdivision ist bereits eine Nullstelle bekannt. Wir haben zum
Beispiel durch Rechnung oder durch Ausprobieren herausgefunden, dass = = 1 eine

Nullstelle dieses Polynoms ist. Die zweite noch nicht bekannte Losung, erhalten wir
durch Polynomdivision.

(.1,'2 4z -2 ):(z-1)=x+2

@ -a)
2r -2
~(2x -2)

0
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(8 —dz® —2x48):(z—4)=2"-2
—(z*—4x?)
—2z48
— (—2z+8)

0

?-2=0 = ady=4V2
Vielfachheit von Nullstellen

J@) =7 (=) @+ VD) (e~ VD)

zY = 4 ist einfache Nullstelle.
x5 = —/2 ist einfache Nullstelle.
z3 = /2 ist einfache Nullstelle.

Art von Extrempunkten ermitteln

Begriindung mit Hilfe einer Skizze:

Max

5y

[
<

ral

>

I 4

Der charakteristische Verlauf der Funktion ist von ,links oben® nach ,rechts unten®. Der Graph
der Funktion schneidet die z-Achse an den Stellen z = —v/2, z = /2 und = = 4.
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Zwischen —v/2 und v/2 liegt somit ein Minimum, zwischen v/2 und 4 ein Maximum.

Teilaufgabe 1.2 (5 BE)

Berechnen Sie Art und Koordinaten der Extrempunkte des Graphen G;. Runden Sie auf
zwei Stellen nach dem Komma.

Losung zu Teilaufgabe 1.2
Lage von Extrempunkten ermitteln

flz) = 73 (ac"3 — 422 — 2z + 8)

Erste Ableitung bilden:

fl(z)= —i (3952 — 8z — 2)

Erlduterung: Notwendige Bedingung

Folgende notwendige Bedingung muss fiir einen Extrempunkt an der Stelle %

erfiillt sein:

f' (zF) =0, daher immer der Ansatz:  f'(z) =0

Erste Ableitung gleich Null setzen: f'(x) =0

322 -8z —2=0

Erlauterung: Mitternachtsformel - Losungsformel fir quadratische Gleichungen

Losungsformel fiir quadratische Gleichungen der Form az? 4+ bz + ¢ = 0:

- bV —4-a-c

1,2 — 2.4

—(=8)£\/(-8)? —4-3-(-2) 5188
2= 2.3 T 6
111‘3:8%\/@%2’90
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Lage der Extrempunkte:

yP=f (af) = f(2,90) = 1,76 =  E; (2,90[1,76)

ys = f (z5) = f(-0,23) = 2,06 =  [Ep (—0,23| —2,06)
Art von Extrempunkten ermitteln

Zweite Ableitung bilden:

§@) =~ (62 -8)

Erlduterung: Art eines Extremums

Ist f (zF) =0 und f” (2¥) >0, so hat die Funktion an der Stelle 2 einen
Tiefpunkt (Minimum).

Ist f (xE) =0 und f” (IE) <0, so hat die Funktion an der Stelle 2
einen Hochpunkt (Maximum).

Vorzeichen der zweiten Ableitung an den Extremstellen untersuchen:
7 (@F) = f"(2,90) ~ -2,35<0 = E (2,90[1,76) Maximum

7 (aF) = f"(-0,23) ~2,35>0 = B3 (0,23 - 2,06) Minimum

Teilaufgabe 1.3 (4 BE)

Ermitteln Sie die maximalen Intervalle, in denen der Graph G rechts- bzw. linksge-
kriimmt ist, sowie die Koordinaten des Wendepunkts.

Losung zu Teilaufgabe 1.3

Kriimmungsverhalten einer Funktion

Mégliche Wendestelle(n) bestimmen:

© Abiturloesung.de
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Erlduterung: Notwendige Bedingung

Folgende notwendige Bedingung muss fiir einen Wendepunkt an der Stelle 2P

erfiillt sein:
f" (z"F) =0, daher immer der Ansatz:  f”(z) =0
1 1
fx)=0 = —1(6,7:—8):0
6r—-8=0 = 2" =-==

4
Vorzeichenwechsel der zweiten Ableitung an der Stelle z = 3 mithilfe einer Skizze bestim-
men:
Erlduterung: Steigung einer Geraden
1 3
Der Graph der zweiten Ableitung f”(z) = 71(655 —8) = 3% + 2 ist eine Gerade

3 4
mit negativer Steigung (m = —5). Sie schneidet die z-Achse an der Stelle zWVF = =

Skizze von f”':

xy

YANGS)
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Erlduterung: Funktionswert

Dort wo der Graph oberhalb der z-Achse liegt, hat die Funktion, also in diesem
Fall die zweite Ableitung, positive Funktionswerte und somit positives Vorzeichen.

Dort wo der Graph unterhalb der z-Achse liegt, hat die Funktion negative
Funktionswerte und somit negatives Vorzeichen.

f(x) >0 fir = e}—oo:%{
o

Erlauterung: Krimmungsverhalten einer Funktion

f(x) <0 fir =x¢€ }

L

Das Vorzeichen der zweiten Ableitung gibt Aufschluss iiber das Kriimmungsverhal-
ten des Graphen.

Es gilt:

Ist die zweite Ableitung einer Funktion f negativ auf einem Intervall ]a,bl,
d.h. f"(z) <0 fiir x €]a;b], so ist der Graph der Funktion Gy im Intervall [a;b]
rechtsgekriimmt.

Ist die zweite Ableitung einer Funktion f positiv auf einem Intervall ]a,b|,
d.h. f"(z) >0 fiir @ €]a;b], so ist der Graph der Funktion Gy im Intervall [a;b]
linksgekriimmt.

Ist die zweite Ableitung einer Funktion f gleich Null an einer Stelle zWF,

dh. f” (2™P) =0, und findet ein Vorzeichenwechsel der zweiten Ableitung an
dieser Stelle statt, so liegt ein Wendepunkt an der Stelle V" vor.
- . " 4
= Gy ist linksgekriimmt fiir = € | —o0; 3
. . " 4
= Gy ist rechtsgekriimmt fiir 2 € g; 00
Wendepunkt ermitteln

Lage des Wendepunkts bestimmen:

© Abiturloesung.de
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WP _ WP\ _ 4y _ 4
Y *f(x )*f<§>**§

Erlauterung: Wendepunkt

Ist die zweite Ableitung einer Funktion f gleich Null an einer Stelle V¥, d.h.
f" (z"F) =0, und findet ein Vorzeichenwechsel der zweiten Ableitung an dieser
Stelle statt, so liegt ein Wendepunkt an der Stelle V¥ vor.

4 4 4
Da sich an der Stelle x = 3 das Kriimmungsverhalten dndert, ist WP <§| - 2—7> ein Wen-

depunkt.
Alternative Losung

Wendepunkt ermitteln mittels dritter Ableitung:

Lage des Wendepunkts:
4 4

WP _ WPy _ ) __ 4
y"=f (@) = ¢ <3> >
Dritte Ableitung:

6
" __9
) = -3

Wert der dritten Ableitung an der Stelle 2*V¥:
4 6

f/// (.LWP) — f/// <§> — 71‘ ?é 0

Erlduterung: Wendepunkt

st die zweite eitung einer nktion eic! ull an einer Stelle = , d.h.

Ist di ite Ableitung einer Funktion f gleich Null iner Stelle z%P, d.h

f” (2"F) =0, und ist die dritte Ableitung ungleich Null an dieser Stelle, d.h.
T , so liegt ein Wendepunkt an der Stelle = P vor.

£ (W) £ 0, so li in Wendepunkt an der Stelle VP

44

= WP <3 77

> ist ein Wendepunkt

Teilaufgabe 1.4 (4 BE)
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Zeichnen Sie den Graphen Gy im Bereich —2 < x < 4,5, auch unter Verwendung vorlie-
gender Ergebnisse, in ein kartesisches Koordinatensystem.

Losung zu Teilaufgabe 1.4

Skizze

E, (290 1,76)

E2(-0.23 | -2.06)

Teilaufgabe 1.5 (4 BE)

Die Gerade G enthélt die Schnittpunkte des Graphen Gy mit der y-Achse und mit der
2-Achse bei x = 4. Zeigen Sie, dass die Gerade G; Tangente an Gy ist und zeichnen Sie
G, in das vorhandene Koordinatensystem ein.

Losung zu Teilaufgabe 1.5

Skizze

y-Achsenabschnitt:  f(0) = -2

© Abiturloesung.de



Seite 13 Abiturloesung.de - Abituraufgaben http://www.abiturloesung.de/ Seite 14

Erlduterung: Steigung einer Geraden
Die Steigung m einer Geraden gibt an, wie steil die Gerade verlduft. Genauer gesagt
ist m das Seitenverhéltnis m = ¥ im Steigungsdreieck.
T
2 1
In di Fal: m=-=-
n diesem Fal m=7=3
1 X
¥
. .
2 Y
Geradengleichung aufstellen
try= ! +1
Gleichung der Geraden t aufstellen: YT
Erlduterung: Geradengleichung Erlauterung: y-Achsenabschnitt
Die allgemeine Gleichung einer Geraden lautet: —y=m -z +t Der y-Achsenabschnitt ¢ gibt an, an welcher Stelle die Gerade die y-Achse (senk-
rechte Achse) schneidet.
m gibt die Steigung der Geraden an.
t entspricht dem y-Achsenabschnitt. In diesem Fall: ¢ = f(0) = -2
try=max+t 1
1 try=—-x—2
Y 217

Nachweis einer Tangente

B % 1 2
Aus Teilaufgabe 1.2:  f'(z) = -1 (3z% — 8z —2)
Gy ist Tangente an Gy, da:

- Gy durch den Punkt (0|2) verlduft.

Fachabitur Bayern 2014 NT Infinitesimalrechnung A I © Abiturloesung.de
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Erlduterung: Tangentensteigung Erlduterung: Fldche zwischen zwei Funktionsgraphen
Die Steigung m der Tangente ¢t an dem Graphen G einer Funktion f(z) in einem Verldauft der Graph einer Funktion f oberhalb dem Graphen einer Funktion g, so
Punkt S(zs|ys) ist gleich dem Wert der ersten Ableitung der Funktion an der Stelle ist der Inhalt eines Flidchenstiicks zwischen den zwei Funktionsgraphen Gy und Gy
zs. gegeben durch:
/ b
m = f'(zs)
A= [ (¢) = gle)) ax
a
- die Steigung m = = der Geraden t gleich dem Wert der ersten Ableitung der Funktion f an Sind die Integrationsgrenzen a und b nicht explizit vorgegeben, so verwendet
2 1 man hierfiir die Schnittpunkte der beiden Graphen Gy und Gy.

der Stelle » = 0 ist: f/(0) = 5

[f () —t(x)] dx

S
Il
oS — =

Teilaufgabe 1.6 (4 BE)

Die Graphen Gy und Gy schlieBen ein endliches Fldchenstiick ein. Berechnen Sie die
MafBzahl seines Flicheninhalts. A=

{—i (2% — 42 — 22+ 8) — (%—2)} dx

o\»&

Losung zu Teilaufgabe 1.6

4
Fliche zwischen zwet Funktionsgraphen A= / <_iﬁ +a22+ %x _9_ %x + 2) dx
0
y 1
Gr & A= / (7963 * 752) &
0

Erlduterung: Stammfunktion, Rechenregeln fiir Integrale

. . 1
Benotigte Regel zur Bildung der Stammfunktion von _Zx3 +22:

- zr+1
/x dX:rJrlJrC (r#-1)

231 x

1, 1 22+ 1, 4
_ dx — —— - r
- /( 1" ’LI) R E N R W e TR
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Erlduterung: Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

2
z°-(x—95)=0
Ist F eine Stammfunktion von f, dann ist F/ = f und es gilt: ( )

b
/f(;r:) dx = [F(x)]b — F(b) - Fla) Erlduterung: Produkt gleich Null setzen
= o= —
a Das Produkt zweier Terme a und b ist genau dann gleich Null, wenn mindestens
einer der Terme Null ist:

A:,i44+143,0 a-b=0 = a=0 und/oder b=0
16 3
16 Alle Terme werden einzeln untersucht.

A==
3

22 =0 = 1 =0

. r—5=0 = @2=5
Teilaufgabe 1.7 (4 BE)

Gegeben ist zusétzlich die Funktion p mit D, = R und es gilt: Vielfachheit von Nullstellen
1, .
f(z) —p(z) = ~1 (a:s - 5x2).

Bestimmen Sie die Nullstellen der Funktion f — p mit deren Vielfachheit und erliutern Fiir die Funktion f — p ist:

Sie die geometrische Bedeutung dieser Stellen fiir die Graphen der beiden Funktionen.

Losung zu Teilaufgabe 1.7

Nullstellen einer Funktion

Erlauterung: Nullstellen

Der Ansatz, um die Nullstellen (die Schnittpunkte einer Funktion f mit der
2-Achse) zu bestimmen, lautet stets:

@) =0

Die Gleichung muss anschlieflend nach = aufgelost werden.

Ansatz:  f(z) —p(xz) =0

7% (:v3 - 5952) =0

Fachabitur Bayern 2014 NT Infinitesimalrechnung A I © Abiturloesung.de
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Erlduterung: Vielfachheit von Nullstellen

Die Vielfachheit einer Nullstelle gibt an, auf welche Art die Funktion die z-Achse
in einem Punkt ,beriihrt* oder ,schneidet®.

1-fache 2-fache 3-fache
Nullstelle Nullstelle Nullstelle

1-fache Nullstelle: Schnittstelle mit der x-Achse.
2-fache (doppelte) Nullstelle: Beriihrstelle mit der a-Achse.
3-fache Nullstelle: Nullstelle ist ein Sattelpunkt.

(z—22=(@-2)(x—2) = x=2ist doppelte Nullstelle
(z+5)° =@+5)(x+5)(x+5) = x=—5ist dreifache Nullstelle

In diesem Fall beriihrt der Graph Gy_, die z-Achse an der Stelle x7 =0 und
schneidet sie an der Stelle x5 = 5.

1 =0  doppelte Nullstelle
x99 =5  einfache Nullstelle

Geometrische Interpretation:

Erlduterung: Differenzfunktion

Die Nullstellen der Differenzfunktion f — p entsprechen den Schnittstellen der Gra-
phen Gy und Gy.

Die Graphen G und G), beriihren sich an der Stelle z; = 0 (Beriihrstelle) und schneiden sich
an der Stelle zo = 5 (Schnittstelle).

Teilaufgabe 2.1 (4 BE)
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Gegeben sind die reellen Funktionen k, : x +— Z [* — (2a + 2)3” + (8a — 10)z + 8] mit
Dy, =Rund a € RY.

Berechnen Sie den Wert des Parameters a so, dass der Graph der Funktion k, bei o = 4
die z-Achse als Tangente besitzt.

Losung zu Teilaufgabe 2.1

Waagerechte Tangenten

ko(z) = Z [2* — (2a +2)2% + (8a — 10)z + §]

Erlduterung: Funktionswert

Wenn der Graph der Funktion k, die z-Achse an der Stelle x = 4 beriihrt, dann
muss der Funktionswert von k, an dieser Stelle gleich Null sein.

Man iiberpriift, fiir welches a gilt:  kq(4) =0

Fa(4) :% [4% — (2a+2) - 4% + (8a — 10) - 4 + 8]
ka(4) = % [64 — 320 — 32 + 32a — 40 + 8]
kq(4) =0  (unabh. von a)

Erste Ableitung bilden:

Erlduterung: Ableitungsregel

Bendtigte Ableitungsregeln:

1. Faktorregel:
f@) =aru@) = @) =)

2. Ableitung einer Summe:

f@)=u@) £o@) = f)=d(x) £ (@)

3. Potenzregel:
fay=a" = f)=nant

© Abiturloesung.de
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K. (z) = % 3% — (2a + 2) - 2 + 8a — 10]

Erlduterung: Tangentensteigung

Die Steigung m der Tangente t (hier die z-Achse) an dem Graphen Gy einer
Funktion f(z) in einem Punkt (S(zg|ys) (hier der Punkt (0[4)) ist gleich dem Wert
der ersten Ableitung der Funktion an der Stelle zg.

m = f'(zs)
k;(4):z [3-4% = (2a+2)-2-4+8a — 10]
K. (4) = % [48 — 16a — 16 + 8a — 10]
K (4) =Z 22 — 8]

Erlauterung: Waagerechte Tangente

Die Steigung m einer waagerechten Tangente (hier die z-Achse) ist gleich 0.

Man iiberpriift, fiir welches a gilt: k[ (4) =0

!

0= [22—8d]

a
4

Erlduterung: Produkt gleich Null setzen

Das Produkt zweier Terme a und b ist genau dann gleich Null, wenn mindestens
einer der Terme Null ist:

a-b=0 — a=0 und/oder b=0

Alle Terme werden einzeln untersucht.

(Z:O = a=0¢R")
22
2-8a=0 = a=T=275
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Teilaufgabe 2.2 (2 BE)

Untersuchen Sie, welcher Zusammenhang zwischen den Graphen der Funktionen f(aus
1.0) und ki (a = 1) besteht.

Losung zu Teilaufgabe 2.2

Verschiebung von Funktionsgraphen

flz) = —i (2% — 42? — 22+ 8)

ko(z) = Z [2* — (2a +2)2% + (8a — 10)z + §]

a =1 einsetzen:
ki(x) = [2° = (2+2)2® + (8 — 10)z + 8]

k(@) = 7 [a* = 42® = 20+ 8] = —f(a)

e i

= Gy entsteht durch Spiegelung von Gy, an der z-Achse (und umgekehrt)

Teilaufgabe 3. (7 BE)

Eine Kugel soll eine Bahn hinabrollen, die durch den Graphen G}, der Funktion

g(x) firo<z<4

8(z276x) fird<xz<6

beschrieben wird. Dabei ist der Graph von g das in unten stehender Skizze dargestellte
Geradenstiick.

Priifen Sie durch Rechnung, ob die Bahn G}, an der Stelle = 4 einen Sprung bzw. einen
Knick aufweist.

hrze{ 4
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2-\

Yy

Losung zu Teilaufgabe 3.

Geradengleichung aufstellen

Funktionsgleichung g(x) an der Skizze ablesen:

Erlauterung: Geradengleichung

Die allgemeine Gleichung einer Geraden lautet: y=m- -z +1

m gibt die Steigung der Geraden an.
t entspricht dem y-Achsenabschnitt.

Die Steigung m einer Geraden gibt an, wie steil die Gerade verlduft. Genau-
er gesagt ist m das Seitenverhéltnis m = Yim Steigungsdreieck.
T

In diesem Fall: m= ;1 = —1
4 4
y A
2
\
s >
o
2 3

Fachabitur Bayern 2014 NT Infinitesimalrechnung A I

http://www.abiturloesung.de/ Seite 24

1
g(x) = 2t 2
Stetigkeit einer Funktion
Priifen, ob h(z) an der Stelle z = 4 stetig ist:

Erlduterung: Linksseitiger/Rechtsseitiger Grenzwert

Untersucht man eine Funktion h(x) auf Stetigkeit an der Stelle x, so miissen
folgende Grenzwerte gebildet werden:

lim h(z) (rechtsseitiger Grenzwert)
Ty
lim h(zx) (linksseitiger Grenzwert)

Beim rechtsseitigen Grenzwert nihert man sich xp von rechts.
Ist h(x) abschnittsweise definiert, so muss die Teilfunktion betrachtet werden, die
fiir © > ¢ definiert ist.

Beim linksseitigen Grenzwert ndhert man sich g von links.
Ist h(z) abschnittsweise definiert, so muss die Teilfunktion betrachtet werden, die
fiir x < xo definiert ist.

1
lim h(z) = lim — = (22 —62) =1
Jim h(w) = lim — g (+" - 6z)

1
lim h(z) = lim — Zm+2 =1

T4~ T4~

h(4):g(4):7£~4+2:1

Erlduterung: Stetigkeit einer Funktion

Eine Funktion f ist genau dann an der Stelle xy stetig, wenn der Funktionswert
an dieser Stelle sowohl mit dem links- als auch mit dem rechtsseitigem Grenzwert
identisch ist, d.h. wenn gilt:

J (@) = lim f(x) = tim f(2)

TT TTy

Der Graph der Funktion f hat an der Stelle zy keinen Sprung.

= hist an der Stelle z = 4 stetig
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= Gj, hat an der Stelle z = 4 keinen Sprung
Differenzierbarkeit einer Funktion

Erste Ableitung h'(x) bestimmen:

Erlduterung: Ableitung einer abschnittsweise definierten Funktion

Eine abschnittsweise definierte Funktion wird auch abschnittsweise abgeleitet. Man
bildet die Ableitungen der Teilfunktionen:

= (18 e

, () fiir z <
W@ =00 e

Ist h an der Stelle xp nicht differenzierbar oder ist nicht bekannt, ob h bei
zo differenzierbar ist, muss z bei der Ableitung ausgeschlossen werden:

o @) fiir x < g
W(z)={ J(z) fir x > g
_1 fir0<a<4
o 1
h(l’)*{_é(?x—(i) fir 4 < z < 6

Priifen, ob h(z) an der Stelle = 4 differenzierbar ist:

Fachabitur Bayern 2014 NT Infinitesimalrechnung A I
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Erlduterung: Linksseitiger/Rechtsseitiger Grenzwert

Untersucht man eine Funktion h(z) auf Differenzierbarkeit an der Stelle xg, so
miissen folgende Grenzwerte gebildet werden:

lim I/(z)  (rechtsseitiger Grenzwert)
z—ay
lim h'(x) (linksseitiger Grenzwert)
=T

Beim rechtsseitigen Grenzwert néhert man sich zp von rechts.
Ist A'(z) abschnittsweise definiert, so muss die Teilfunktion betrachtet werden, die
fiir x > xy definiert ist.

Beim linksseitigen Grenzwert néhert man sich zo von links.

Ist h'(z) abschnittsweise definiert, so muss die Teilfunktion betrachtet werden, die
fiir x < xo definiert ist.

1 1
lim b (z) = lim — - (2v —6) = —~
im h'(x) m -2 (2z —6) 1

r—4+ z—4+

1 1
lim b'(z) = lim — > = -~
x—4- ( ) x—4- 4

Erlduterung: Differenzierbarkeit einer Funktion
Eine Funktion f ist genau dann in zg differenzierbar, wenn gilt:
1. Gy ist in 29 stetig
2. lim f'(x) = lim f'(z)
T zﬁzar
Anders ausgedriickt:
Eine Funktion f ist genau dann in z( differenzierbar, wenn es an dieser Stel-
le eine eindeutige Tangente an den Graphen gibt.

Dies ist nur der Fall, wenn der Graph an dieser Stelle weder einen Sprung noch
einen Knick aufweist.

= hist an der Stelle x = 4 differenzierbar

= G}, hat an der Stelle x = 4 keinen Knick
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Teilaufgabe 4.1 (5 BE)

Der Querschnitt eines Abflusskanals ist begrenzt durch ein Rechteck und einen Halbkreis
mit Radius 7. Alle Angaben sind in Meter. Auf Einheiten wird in der Rechnung verzich-
tet.

Zeigen Sie, dass sich die MaBzahl A(z) der Querschnittfliiche des Kanals in Abhéingigkeit
von 2 durch A(x) = (2 +0,57)2? — 27 & + 27 darstellen liisst.

Losung zu Teilaufgabe 4.1

Flicheninhalt einer geometrischen Figur

Radius bestimmen:

20 =2+42r+2

20 —4=2r

http://www.abiturloesung.de/ Seite 28

r=x—2

Querschnittfliche bestimmen:
Axkanal = AvViereck + AHalbkreis

1 .
Akanal = 2 - 7 + 57 r? | r einsetzen

1
ARanal = 22% + §7r(x — 2)2 | binomische Formel anwenden

Erlduterung: Binomische Formel

Zweite binomische Formel: (a — b)% = a® — 2a b+ b?

1
AKanal = 2552 + 577' (CL'2 —4x + 4)
o2, 1 5 2
AKanal = 20° + 57T 2rx + 27 | ° ausklammern

1
AKanal = (2 + 571') ¥ — 21T+ 27

Teilaufgabe 4.2 (3 BE)

Die Strecken [A B, [BC], [D E] und [E F] besitzen in der Summe hochstens eine Linge
von 12 m. Weisen Sie nach, dass dann fiir die sinnvolle maximale Definitionsmenge D 4
der Funktion A : z — A(x) gilt: Dy =|2;4].

Losung zu Teilaufgabe 4.2

Fachabitur Bayern 2014 NT Infinitesimalrechnung A I

Definitionsbereich bestimmen
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Teilaufgabe 4.3 (4 BE)

Bestimmen Sie x so, dass die zugehorige Querschnittsfliche maximalen Inhalt annimmt.

Losung zu Teilaufgabe 4.3

Extremwertaufgabe
1 5 .
Alx) =2+ 5T )t - 2mx + 2w (s. Teilaufgabe 4.1)
Dy =]2;4] (s. Teilaufgabe 4.2)
Erlduterung: Erste Ableitung bilden:
Die Summe der Strecken betriigt htchstens 12 m, deswegen wird das ,kleiner/gleich 1
Zeichen® (<) verwendet. Al(x) = (2 + Ew) <2z — 2w

1. Bedingung: z + 2 4+ 2 4+ 2 <12

Erlduterung: Notwendige Bedingung
[AB] [BC] [DE] |[EF)]

20 +4 <12 Folgende notwendige Bedingung muss fiir einen Extrempunkt an der Stelle z
- erfiillt sein:
20 <8 ' ( E !
f/(z") =0, daher immer der Ansatz:  f'(z) =0
r<4
Erste Ableitung gleich Null setzen: A'(z) =0
Erlduterung:
Den Abflusskanal kann es nur geben, wenn es einen Radius gibt. Es muss also gelten: <2 + %w) 20 =2 =0 | +27
r>0
24 L 2 =2 [:2 2+ !
57 T = 2m : 57
2. Bedingung: >0 2

T= Ty
2 (2 + 57()
r=x—2 (s. Teilaufgabe 4.1)

x~0, D
r—2>0 x=0,88¢ Dy
z>2 Erlauterung: Definitionsbereich einer Funktion
Der berechnete z-Wert liegt auBerhalb des Definitionsbereichs der Funktion A(z).
= Dy =|2;4] Ob an dieser Stelle ein Extrempunkt vorliegt, muss somit nicht mehr gepriift werden.
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Randbetrachtung:

1
lim A(z) = lim (2—&-571') 2 —2mx 4 2m =8

z—2+ T2+

1
A(4):(2+§7r>~16—87r+27r:32+27rz38,28>8

= absolutes Maximum fiir z = 4

Teilaufgabe 4.4 (3 BE)

Nun sei = 4. Der Kanal ist bis 1m unter der Oberkante gefiillt. Berechnen Sie, wie viel
Prozent der Querschnittsfliiche des Kanals ausgelastet sind.

Losung zu Teilaufgabe 4.4

Prozentrechnung
A F
1 Afe
A pefille .
£ D
B2 r 2
| |
|: 8 =I
A4) =32427 (s. Teilaufgabe 4.3)
Afrci =8-1=8

Agcfﬁllt = A(4) - Afrci =24+2m

Ao
Prozentuale Auslastung = jizl;lt -100 = 212
™

100 ~ 79, 1%
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