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Abitur 2013 Mathematik Geometrie V

Ein auf einer horizontalen Flidche stehendes Kunstwerk besitzt einen Grundkorper aus massi-
ven Beton, der die Form eines Spats hat. Alle Seitenfldchen eines Spats sind Parallelogramme.

In einem Modell liisst sich der Grundkérper durch einen Spat A BC' D PQ RS mit A(28]0]0),
B(28|10]0), D(20[0|6), und P(0]|0]0) beschreiben (vgl. Abbildung). Die rechteckige Grundfli-
che ABQ P liegt in der x; z9-Ebene. Im Koordinatensystem entspricht eine Lingeneinheit
0,1 m, d. h. der Grundkérper ist 0,6 m hoch.

Teilaufgabe a (5 BE)

Geben Sie die Koordinaten des Punkts C' an und zeigen Sie, dass die Seitenfliche A BC D
ein Quadrat ist.
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Teilaufgabe b (3 BE)
Ermitteln Sie eine Gleichung der Ebene E | in der die Seitenfliche A BC D liegt, in Nor-
malenform.

(mégliches Ergebnis: E : 3x; + 4x3 —84=10)

Teilaufgabe c (3 BE)

Berechnen Sie die Grofle des Winkels, unter dem die Seitenfliche A BC D gegen die x1 x2-
Ebene geneigt ist.

Teilaufgabe d (2 BE)

Die Seitenfliche PQ RS liegt in eine Ebener F. Bestimmen Sie, ohne zu rechnen, eine
Gleichung von F' in Normalenform; erldutern Sie Ihr Vorgehen.

Teilaufgabe e (3 BE)

Machen Sie plausibel, dass das Volumen des Spats mithilfe der Formel V' = G - h berechnet
werden kann, wobei G der Flicheninhalt des Rechtecks A B@Q P und h die zugehorige
Hohe des Spats ist.

Teilaufgabe f (3 BE)

Ein Kubikmeter des verwendeten Betons besitzt eine Masse von 2,1 t. Berechnen Sie die
Masse des Grundkorpers.

Der Grundkorper ist mit einer diinnen geradlinigen Bohrung versehen, die im Modell vom
Punkt H(11|3|6) der Deckfliche D C'R S aus in Richtung des Schnittpunkts der Diagonalen
der Grundfliiche verlduft. In der Bohrung ist eine gerade Stahlstange mit einer Lénge von 1,4
m so befestigt, dass die Stange zu drei Vierteln ihrer Lénge aus der Deckfliche herausragt.

Teilaufgabe g (7 BE)

Bestimmen Sie im Modell eine Gleichung der Geraden h, entlang derer die Bohrung ver-
lduft, sowie die Koordinaten des Punkts, in dem die Stange in der Bohrung endet.

3
(zur Kontrolle: méglicher Richtungsvektor von h: 2 )

—6
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Teilaufgabe h (4 BE) Loésung

Auf der Deckfliche des Grundkorpers liegt eine Stahlkugel mit einem Radius von 0,8 m.
Im Modell beriihrt die Kugel die Deckfliche des Spats im Punkt K. Beschreiben Sie, wie
man im Modell rechnerisch {iberpriifen kénnte, ob die Stahlkugel die Stange beriihrt, wenn
die Koordinaten von K bekannt wéren. Teilaufgabe a (5 BE)

Ein auf einer horizontalen Fliche stehendes Kunstwerk besitzt einen Grundkorper aus
massiven Beton, der die Form eines Spats hat. Alle Seitenfléichen eines Spats sind Paral-
lelogramme.

In einem Modell lisst sich der Grundkoérper durch einen Spat ABC DP QRS mit
A(280]0), B(28]10[0), D(20|0]6), und P(0]0]0) beschreiben (vgl. Abbildung). Die recht-
eckige Grundfliche A B (@ P liegt in der x; z2-Ebene. Im Koordinatensystem entspricht
eine Lingeneinheit 0,1 m, d. h. der Grundkérper ist 0,6 m hoch.

Geben Sie die Koordinaten des Punkts C an und zeigen Sie, dass die Seitenfliche
ABC D ein Quadrat ist.
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Losung zu Teilaufgabe a

Lage eines Punktes

A(28)0]0), B(28]10]0), D(20/0]6)

Erlduterung: Lage des Punktes
Da die Seite ABC D ein Parallelogramm ist, hat der Punkt C':

- die gleiche xj-Koordinate wie der Punkt D = 1, = 20
- die gleiche zs-Koordinate wie der Punkt B = T3, =10
- die gleiche x3-Koordinate wie der Punkt D = 23, =6

= (C(20/10/6)

Lagebeziehung von Vektoren

23 28 0
AB=B-A=10 |- 0o |={ 10
0 0 0
20 2% -8
AD=D-A=[ 0o |- o |={ o
6 0 6

Erlduterung: Senkrechte Vektoren

Das Skalarprodukt zweier Vektoren, die senkrecht zueinander stehen, ist gleich Null.

0 -8
ABoAD=|( 10 |o| 0 | =04+040=0 = ABLAD
0 6

= Das Parallelogramm A BC D ist somit ein Rechteck.

Abitur Bayern 2013 Geometrie V

Erlduterung: Betrag eines Vektors

ai
Die Linge (bzw. der Betrag) |E>| eines Vektors @ = | as ist gegeben durch:
ag
2
al al
@) =] a2 ||= as =/a? + a3 + a3
az asz

Ldnge eines Vektors

0

‘ﬁ‘: 10 ||=v0+100+0=10

0

43| - o) - vermm - o

=

=

=

6

[48| - [a7]
Alle Seiten sind gleich lang.

ABC D ist ein Quadrat.

Teilaufgabe b (3 BE)

Ermitteln Sie eine Gleichung der Ebene F, in der die Seitenfliche ABC D liegt, in
Normalenform.

(mégliches Ergebnis: E : 3x1 +4xz3 —84=0)

Losung zu Teilaufgabe b

Ebene aus drei Punkte

©
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Ebene E

0 -8
Richtungsvektoren der Ebene E: E = 10 |, ﬁ = 0
0 6

A(28]0]0) sei Aufpunkt des Ortsvektors der Ebene E'.
Ebenengleichung in Normalenform
Normalenvektor n_E) der Ebene E bestimmen:

Erlduterung: Vektorprodukt

- —
Das Vektorprodukt (Kreuzprodukt) @ x b zweier Vektoren @ und b ist ein
Vektor 7, der senkrecht auf der von beiden Vektoren aufgespannte Ebene steht.

Fiir die komponentenweise Berechnung gilt:

N ay by ag by —asz- by
E)Xbi az X bg = (lg'bl—al-bg
az b3 aj by —ag-by
0 -8 60
ABxAD=| 10 | x| o |={ o
0 6 80
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Erlduterung: Vereinfachen

Die Linge eines Normalenvektors ist nicht entscheidend fiir die Ebenengleichung.
Der Normalenvektor muss nur senkrecht zur Ebene stehen.
Vereinfachungen durch Ausklammern eines gemeinsamen Faktors bzw. Teilen durch

einen Faktor sind erlaubt.

Hier wird der Normalenvektor durch 20 geteilt.

Das erleichtert das Weiterrechnen wesentlich.

1 60 3
80 4

Ebenengleichung in Normalenform bestimmen:

Erlduterung: Normalenform einer Ebene

Zum Aufstellen der Normalenform einer Ebene werden nur der Normalenvektor
und ein Punkt P aus der Ebene (Aufpunkt) benétigt.

E:@o?:@o?

Hier (A ist Aufpunkt):

3 3 2
E:lo]oX=|0]o| 0
4 4 0

E:3x1+423=844+04+0

FE:3x1+4r3—84=0

Teilaufgabe c (3 BE)

Berechnen Sie die Grofie des Winkels, unter dem die Seitenfliche A BC' D gegen die
21 x2-Ebene geneigt ist.

© Abiturloesung.de
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Losung zu Teilaufgabe ¢

Winkel zwischen zwei Ebenen

X,Xx,-Ebene

E 31y +423—84=0 = ag=1]0 (Normalenvektor der Ebene E)

1 x9-Ebene: z3 =0 = ﬁzl =1 0 (Normalenvektor der x; zo-Ebene)

Neigungswinkel a bestimmen:

Abitur Bayern 2013 Geometrie V
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Erlduterung: Winkel zwischen zwei Ebenen

Der Winkel « zwischen zwei Ebenen E und G ist gleich dem Winkel zwischen den
Normalenvektoren n_E> und 7g .

Winkel zwischen den Normalenvektoren bestimmen:

Erlduterung: Skalarprodukt, Winkel zwischen zwei Vektoren

Aus der allgemeinen Definition des Skalarproduktes zweier Vektoren @ und ?
Dol =|d| D] cos< (7,?)
T/
folgt fiir den Winkel a zwischen den beiden Vektoren:
L @ob
@b

(Formel zur Winkelberechnung zwischen 2 Vektoren)

= O W

0
ol O
1

COS = +—F——~— 5 <

0
: 0
1

= o W
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Erlduterung: Betrag eines Vektors

ay
Die Linge (bzw. der Betrag) | @| eines Vektors @ = | ao ist gegeben durch:
as
al al 2
e as = as =/a? + a3 + d}
a3 a3
0+0+4
cosar = e it
o4
cosa= ¢

4
= a=cos! 5 ~ 36,87°

Teilaufgabe d (2 BE)

Die Seitenfliche PQ RS liegt in eine Ebener F. Bestimmen Sie, ohne zu rechnen, eine
Gleichung von F' in Normalenform; erldutern Sie Ihr Vorgehen.

Losung zu Teilaufgabe d

Lagebeziehung von Ebenen

Abitur Bayern 2013 Geometrie V

Ebene F

Ebene E

Erlduterung: Normalenform einer Ebene

Zum Aufstellen der Normalenform einer Ebene werden nur der Normalenvektor
und ein Punkt P aus der Ebene (Aufpunkt) benétigt.

E:n-go}:n-]);o?

Da hier die Ebene F parallel zur Ebene FE liegt, ist der Normalenvektor der
Ebene FE gleichzeitig auch Normalenvektor der Ebene F. Mit P(0[0|0) als
Aufpunkt, folgt:

3 0
F: 0 o?: 0 Jof| O
4 4 0

F 3z +423 =0

F:3x1+423=0

Die Ebene F' ist parallel zur Ebene E und enthélt den Koordinatenursprung.

Teilaufgabe e (3 BE)

Machen Sie plausibel, dass das Volumen des Spats mithilfe der Formel V =G -h be-
rechnet werden kann, wobei G der Flicheninhalt des Rechtecks ABQ P und h die

© Abiturloesung.de
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zugehorige Hohe des Spats ist.

Losung zu Teilaufgabe e

Volumen eines geometrischen Korpers

dreiseitiges
Prisma

Héhe

=y

™

Grundflache

X
Erlduterung: Flicheninhalt eines Rechtecks/Parallelogramms

7T

a @ ! a

Schneidet man ein Parallelogramm mit Seite a und Hohe h, entlang der Hohe
und verschiebt im Anschluss das entstandene rechtwinklige Dreieck auf die andere
Seite, so entsteht ein Rechteck mit Seiten a und h, .

Der Flécheninhalt des Parallelogramms lésst sich dann berechnen als A = a - hg.
Das gleiche Prinzip kann auf ein dreidimensionales Parallelogramm (= Spat)

iibertragen werden.

Schneidet man senkrecht den Spat entlang der x3-Achse, so entsteht ein dreiseitiges Prisma.
Die quadratische Seitenfliiche dieses Prisma ist deckungsgleich mit dem Quadrat ABC D.

Abitur Bayern 2013 Geometrie V
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Verschiebt man also das Prisma nach vorne, so entsteht ein Quader, dessen Volumen mit dem
des Spats iibereinstimmt und sich mithilfe der Formel V = G - h berechnen lésst.

Teilaufgabe f (3 BE)

Ein Kubikmeter des verwendeten Betons besitzt eine Masse von 2,1 t. Berechnen Sie die
Masse des Grundkorpers.

Losung zu Teilaufgabe f

Anwendungsaufgabe
Volumen des Spats ABC D PQ RS bestimmen:
V=G-h

Erlduterung:

Aus der Angabe ist bekannt, dass die Hohe des Spats gleich 0,6 m ist.
V= jﬁ’ . ’ﬁ‘ 0,6

Erlduterung:

Aus Teilaufgabe a sind die Léngen der Vektoren E und ﬁ bereits bekannt:
‘ﬁ‘ =10 (Léngeneinheiten)
‘/Tﬁ‘ = 28 (Léngeneinheiten)

Eine Langeneinheit im Koordinatensystem entspricht 0,1 m.

V=1-28-06=1,68 m?

Masse bestimmen: 1,68-2,1=3,528t

Teilaufgabe g (7 BE)

© Abiturloesung.de



Seite 15

Abiturloesung.de - Abituraufgaben

http://www.abiturloesung.de/ Seite 16

Der Grundkoérper ist mit einer diinnen geradlinigen Bohrung versehen, die im Modell
vom Punkt H(11|3]6) der Deckfliche DC RS aus in Richtung des Schnittpunkts der
Diagonalen der Grundfliche verlduft. In der Bohrung ist eine gerade Stahlstange mit ei-
ner Liange von 1,4 m so befestigt, dass die Stange zu drei Vierteln ihrer Lénge aus der
Deckfldche herausragt.

Bestimmen Sie im Modell eine Gleichung der Geraden h, entlang derer die Bohrung ver-
lduft, sowie die Koordinaten des Punkts, in dem die Stange in der Bohrung endet.

3
(zur Kontrolle: méglicher Richtungsvektor von h: 2 1)
—6

Losung zu Teilaufgabe g

Geradengleichung aufstellen

H(11/3[6)

Abitur Bayern 2013 Geometrie V

Erlduterung: Lage des Punktes, Mittelpunkt einer Strecke

Die Grundfliche A B @ P ist ein Rechteck. Die Diagonalen schneiden sich im Punkt
M und halbieren sich dabei. Die Koordinaten von M kénnen also direkt aus den
Koordinaten von A(28|0/0) und B(28|10|0) abgelesen werden.

28 10
M| —|—=
Oder auch als Mittelpunkt der Strecke [B P]:

1
-3 (B+7)
M (14[5/0)  Schnittpunkt der Diagonalen der Grundfléiche

Richtungsvektor der Geraden h:

. 14 11 3
AM=d-H=|5 |- 3 |=] 2
0 6 -6

Erlduterung: Geradengleichung

Eine Gerade ¢ ist durch einen Ortsvektor ? und einen Richtungsvektor v
eindeutig bestimmt:

g:Y:?Jru-? ,peR

Wenn hier H als Aufpunkt genommen wird, dann ist ﬁ der Ortsvektor
(des Aufpunkts) der Geraden h.

11 3
hX=| 3 |+a| 2
6 6

Lage eines Punktes

© Abiturloesung.de
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h
!
/
Stahlstange
3
[ A R
T
K
B M, Q
_.u"
7
Gesucht: T’

Erlduterung: Finheitsvektor

Ein Einheitsvektor (normierter Vektor) hat die Lénge 1.
Um den Einheitsvektor zu einem gegebenen Vektor zu bestimmen, muss durch den
Betrag des Vektors geteilt werden:

1
- L2
[d|
Der Einheitsvektor @° zeigt in dieselbe Richtung wie 7, hat aber die Lin-
ge 1.
——0 1 —_—
HM = -HM
’H 2

Erlduterung: Betrag eines Vektors

ay
Die Lénge (bzw. der Betrag) | @| cines Vektors @ = | ao ist gegeben durch:
as
al al
7] =] a2 ||= as =/a? + a3 + a3
a3 a3
3
0 1
M = | 2
VI+4+36 6

Abitur Bayern 2013 Geometrie V
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o 1 3
HM = 7 2
—6

Erlduterung:

Um zum Punkt 7' zu gelangen, bewegt man sich vom Punkt H aus, entlang der

——0
Geraden h. Der normierte Richtungsvektor H M der Geraden hat Linge 1 und
gibt die Richtung an. Dieser Vektor passt dann T H-mal zwischen 7' und H rein.

T-H+TH-BM

11 L (3
T-| 3 +TH--| 2
6 6

Erlduterung: Abstand zweier Punkte
3
Die Stahlstange ragt zu 1 ihrer Linge (1,4 m) aus der Deckfliche heraus. Anders
gesagt: sie steckt zu 1 ihrer Liange in der Bohrung fest.

Im Koordinatensystem entspricht eine Lingeneinheit (LE) 0,1 m. Also: 1 m

=10 (LE).
— 1
TH=14-10=35 LE
11 ) 3 12,5
T=| 3 +35.2-( 2 | = 4
6 —6 3
= T(12,5/43)
Alternative Ldsung
Teh = T(1143X3+2A6-6))
TH=3,5
11 11+ 3X —3X
TH:’T‘?I‘:‘HC?‘: 3= 3+2n |[=]|[ -2x
6 6 —6A 6
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3,5 = V92 + 4)2 + 362 2. Abstand d von M zur Geraden h berechnen.
3,5 = V49\? 3. Ist d =8, so beriihrt die Stahlkugel die Stange.

3,5=47A = A:%

1
Einsetzen von \ = :|:§ in T:
T1(12,5[4|3) und T5(9, 5/2|9)

Da die Bohrung Richtung 7 xo-Ebene fiihrt, ist 73(12,5/4|3) der gesuchte Punkt, also der
Punkt mit der kleinsten z3-Koordinate.

Teilaufgabe h (4 BE)

Auf der Deckfliche des Grundkorpers liegt eine Stahlkugel mit einem Radius von 0,8
m. Im Modell beriihrt die Kugel die Deckfliche des Spats im Punkt K. Beschreiben Sie,
wie man im Modell rechnerisch iiberpriifen kénnte, ob die Stahlkugel die Stange beriihrt,
wenn die Koordinaten von K bekannt wiren.

Losung zu Teilaufgabe h

Abstand Punkt - Gerade

Stahlkugel h
!
/
/
Stahlstange

d(M, 1)

1. Mittelpunkt M der Kugel bestimmen. M entspricht dem um 8 Einheiten (der Radius der
Kugel entspricht 0,8 m) in positive z3-Richtung verschobene Punkt K.
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