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Abitur 2012 Mathematik Geometrie V

Abbildung 1 zeigt modellhaft ein Dachzimmer in der Form eines geraden Prismas. Der Boden
und zwei der Seitenwénde liegen in den Koordinatenebenen. Das Rechteck A BC D liegt in
einer Ebene E und stellt den geneigten Teil der Deckenflidche dar.

R(3|0]0)

RS Abb.1

Teilaufgabe a (4 BE)
Bestimmen Sie eine Gleichung der Ebene E in Normalenform.
(mogliches Ergebnis: F : xg + 223 — 8 =0)

Teilaufgabe b (2 BE)
Berechnen Sie den Abstand des Punkts R von der Ebene E.

Im Koordinatensystem entspricht eine Lingeneinheit 1 m, d. h. das Zimmer ist an seiner
hochsten Stelle 3 m hoch.

Das Rechteck G H K L mit G(2[4|2) hat die Breite GL =1. Es liegt in der Ebene E,
die Punkte H und K liegen auf der Geraden C D. Das Rechteck stellt im Modell ein
Dachflachenfenster dar; die Breite des Fensterrahmens soll vernachléssigt werden.
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Teilaufgabe c (5 BE)

Geben Sie die Koordinaten der Punkte L, H und K an und bestimmen Sie den Flichen-
inhalt des Fensters.

(zur Kontrolle: G H = /5)

Teilaufgabe d (6 BE)

Durch das Fenster einfallendes Sonnenlicht wird im Zimmer durch parallele Geraden mit
-2

dem Richtungsvektor 7= -8 reprisentiert. Eine dieser Geraden verlduft durch
-1

den Punkt G und schneidet die Seitenwand O P@Q R im Punkt S. Berechnen Sie die

Koordinaten von S sowie die Grofle des Winkels, den diese Gerade mit der Seitenwand

O PQR einschliefit.

Teilaufgabe e (4 BE)

Das Fenster ist drehbar um eine Achse, die im Modell durch die Mittelpunkte der Strecken
[G H] und [L K] verlduft. Die Unterkante des Fensters schwenkt dabei in das Zimmer; das
Drehgelenk erlaubt eine zum Boden senkrechte Stellung der Fensterfliche.

Bestimmen Sie die Koordinaten des Mittelpunkts M der Strecke [G H| und bestiitigen Sie
rechnerisch, dass das Fenster bei seiner Drehung den Boden nicht beriihren kann.

(Teilergebnis: M (25]1,5))

Abbildung 2 zeigt ein quaderférmiges Mobelstiick, das 40 cm hoch ist. Es steht mit seiner
Riickseite flichenbiindig an der Wand unter dem Fenster. Seine vordere Oberkante liegt im

0 1
Modell auf der Geraden & : Y = 55 |+Xx-[ 0|, xeR.
0,4 0
— —~—'
I 1 Abb.2
b
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Teilaufgabe f (4 BE)

Ermitteln Sie mithilfe von Abbildung 2 die Breite b des Mobelstiicks méglichst genau.
Bestimmen Sie mithilfe der Gleichung der Geraden k die Tiefe ¢ des Mobelstiicks und
erldutern Sie Thr Vorgehen.

(Messungen aus der Original-Abbildung: Héhe h =12 mm und Breite b =78
mm)

Teilaufgabe g (5 BE)

Uberpriifen Sie rechnerisch, ob das Fenster bei seiner Drehung am Mébelstiick anstoBen
kann.
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Loésung

Teilaufgabe a (4 BE)

Abbildung 1 zeigt modellhaft ein Dachzimmer in der Form eines geraden Prismas. Der Bo-
den und zwei der Seitenwiinde liegen in den Koordinatenebenen. Das Rechteck A BC D
liegt in einer Ebene E und stellt den geneigten Teil der Deckenfléche dar.

A(0]2]3)

R(3]0]0)

*1 Abb.1

Bestimmen Sie eine Gleichung der Ebene E in Normalenform.
(mogliches Ergebnis: F : 2o + 223 — 8 = 0)
Losung zu Teilaufgabe a

Ebene aus drei Punkte
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3 0 0
ABxAD=[0 | x| 4 |=]| 6
0 9 12

Erlduterung: Vereinfachen

Die Linge eines Normalenvektors ist nicht entscheidend fiir die Ebenengleichung.
Der Normalenvektor muss nur senkrecht zur Ebene stehen.

Vereinfachungen durch Ausklammern eines gemeinsamen Faktors bzw. Teilen durch
einen Faktor sind erlaubt.

Hier wird der Normalenvektor durch 6 geteilt.

R(3]0]0) . Das erleichtert das Weiterrechnen wesentlich.
X1
1 0 0
= ﬁz = 6 . 6 = 1
12

Richtungsvektoren der Ebene E bestimmen:

3 0 3
AB=B_-A=(2)1-(2)=(o Ebenengleichung in Normalenform bestimmen:
3 3 0
0 0 0 Erlduterung: Normalenform einer Ebene
AD=D-A=[6|-[2]|=[ 14
1 3 -2 Zum Aufstellen der Normalenform einer Ebene werden nur der Normalenvektor
und ein Punkt P aus der Ebene (Aufpunkt) benétigt.
A sei der Aufpunkt der Ebene.
P E: ?() o n‘g = ? o ﬁg

Ebenengleichung in Normalenform
Hier (A ist Aufpunkt):
Normalenvektor 71 der Ebene bestimmen:

0 0 0
Erlduterung: Vektorprodukt E- } o 1 _ 9 ° 1 — 2y + 23 = 8
— 2 3 2

- —
Das Vektorprodukt (Kreuzprodukt) @ x b zweier Vektoren @ und b ist ein
Vektor 7, der senkrecht auf der von beiden Vektoren aufgespannte Ebene steht.

Fiir die komponentenweise Berechnung gilt:
Teilaufgabe b (2 BE)

N ay by ag b3 —az- by
Txb = a X | b | =| az-by—a1-b3 Berechnen Sie den Abstand des Punkts R von der Ebene E.
as b3 a]~b27a2~b1

Losung zu Teilaufgabe b
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Abstand Punkt - Ebene

R(30/0)
0

FE:x9+42x3—-8=0 = ng = 1 Normalenvektor der Ebene
2

Betrag des Normalenvektors bestimmen:

Erlduterung: Betrag eines Vektors

ai
Die Lénge (bzw. der Betrag) | @| eines Vektors @ = | aso ist gegeben durch:
a3

al al 2
@/ =1 a2 ||= az | =4/a}+d3+d}
as as

0
|ng| = 1 =V0+12+22=5
2

Hesse-Normalenform EX N der Ebene aufstellen:

Erlduterung: Hesse-Normalenform der Ebene

Die Hesse-Normalenform EMNF ciner Ebene E entsteht durch Teilung der Norma-
lenform der Ebene E mit dem Betrag des Normalenvektors \n-,.f |

Beispiel:

FE:x142x0+2rx3—4=0

1
np=1 2 = |ngl=v1i+4+4=3
2

- 1
EHNrtg‘($1+2I2+2I;;—4):O

1
EHNE . To 4223 —8) =0

%(

Abitur Bayern 2012 Geometrie V

http://www.abiturloesung.de/ Seite 8

Abstand bestimmen:

Erlduterung: Abstand Punkt - Ebene
Durch Einsetzen der Koordinaten eines Punktes P in die Hesse-Normalenform
EHNF der Ebene E (zwischen Betragsstriche), bestimmt man den Abstand d(P, E)
des Punktes zur Ebene.
Beispiel:
HNF | 1
E :§~(m1+2x2+2z3—4)=0

P(1]3] - 6)

d(P,E):‘%-(1+2»3+2.(,6)74)‘:‘72’:3

d:d(R;E):}\I[(OJrQ'O*S)‘:

5

Elk

Teilaufgabe c (5 BE)

Im Koordinatensystem entspricht eine Léngeneinheit 1 m, d. h. das Zimmer ist an seiner
hochsten Stelle 3 m hoch.

Das Rechteck G H K L mit G(2[4|2) hat die Breite G L = 1. Es liegt in der Ebene F,
die Punkte H und K liegen auf der Geraden C' D. Das Rechteck stellt im Modell ein
Dachfldchenfenster dar; die Breite des Fensterrahmens soll vernachlissigt werden.

Geben Sie die Koordinaten der Punkte L, H und K an und bestimmen Sie den Fli-
cheninhalt des Fensters.

(zur Kontrolle: G H = /5)

Losung zu Teilaufgabe ¢

Lage eines Punktes
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R(3]0]0) o
*1 CD .-

G(2142)

GL=1

Erlduterung: Lage des Punktes

Nach Konstruktion hat der Punkt L die gleiche xo- und x3-Koordinate wie der
Punkt G.Da GL =1 ist, folgt:

= L(2-1]42) = (1]42)

Die Lage von L ist im Vergleich zu G um 1 Léngeneinheit in negative -
Richtung verschoben.

= L(1J4J2)

H KeCD
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Erlduterung: Lage des Punktes

Nach Konstruktion liegen die Punkte H und K auf der Geraden C D. Thre
Koordinaten unterscheiden sich zu denen vom Punkt C nur in der zi-Koordinate.

= H(...|6]1)
= K(..|6]1)

Die x;-Koordinaten von H und K entsprechen jeweils denen von G und

L
= H(26]1)
= K(1)6]1)
= H(2l6])
= K(161)

Fldcheninhalt eines Vierecks

2 2 0
GH=H-G=|6]-|1 2
1 2 -1

Erlduterung: Betrag eines Vektors

ay

Die Linge (bzw. der Betrag) |7| eines Vektors @ = | as ist gegeben durch:
as

2

al al
‘7‘: a2 = a2 =/a}+ a} + a}
as as

Fldcheninhalt bestimmen:

A=GL-GH=1-V5=V5 m?
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Teilaufgabe d (6 BE)

. . L . R Erlduterung: Geradengleichung
Durch das Fenster einfallendes Sonnenlicht wird im Zimmer durch parallele Geraden mit

-2 Eine Gerade g ist durch einen Ortsvektor ? und einen Richtungsvektor v
dem Richtungsvektor T=( -8 reprasentiert. Eine dieser Geraden verlauft durch eindeutig bestimmt:

-1
den Punkt G und schneidet die Seitenwand O PQ R im Punkt S. Berechnen Sie die g: X_B +u-¥ ,peER

Koordinaten von S sowie die GroBle des Winkels, den diese Gerade mit der Seitenwand

OPQR einschliefit. Wenn G als Aufpunkt genommen wird, dann ist G der Ortsvektor (des

Aufpunkts) der Geraden g.
Losung zu Teilaufgabe d

Geradengleichung aufstellen 9 _9
g: ? =14 )+X| -8
2 -1
X3 8 7
%, %, — Ebene
g Schnitt Ebene und Gerade

0
1 r3-Ebene: )_g o 1 =0 = z9 =0
0

N——
s

_______________________ 7 ist der Normalenvektor der z; z3-Ebene.

Erlduterung:

Der Schnittpunkt der Geraden g mit der x; x3-Ebene ist der gesuchte Punkt S, da
die Seitenwand O P @ R in der x1 x3-Ebene liegt.

Gerade ¢ mit der x; x3-Ebene schneiden:

G(2]4]2)
-2

T = -8
-1
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Erlduterung: Schnitt Ebene und Gerade

Schneidet eine Gerade g : 7 = ﬁ+/\ -V eine Ebene E in einem Punkt P,
dann erfiillt die Geradengleichung fiir ein bestimmten Wert von A (von g¢) die
Normalenform der Ebene E.

Man setzt g in E ein und l6st nach A auf.

Hier wird also g in die 1 x3-Ebene eingesetzt und nach A aufgelost.

Da die Gleichung der Ebene E nur ¢ x9“ enthilt, muss auch nur die xs-Koordinate
“ 4 —8\“von g eingesetzt werden.

4-8\=0
1
A==
2

1
A= in ¢ einsetzen und Schnittpunkt S bestimmen:

2\ [ -2 1
S=|[14 w5 -8 ]= o = S(1jo[1,5)
2 -1 1,5

Winkel zwischen Gerade und Ebene

Linge der Vektoren bestimmen:

Erlduterung: Betrag eines Vektors

ai
Die Lénge (bzw. der Betrag) | @| eines Vektors @ = | as ist gegeben durch:
as
2
a a
7= || a2 ||= ap | =4/a?+dd+d}
as as
-2
Tl= | =8 || = V2P + 92+ (-1 = vos
-1
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0
"= 1]|[=vV0o+1240=1
0

Winkel a bestimmen:

Erlduterung: Winkel zwischen Ebene und Gerade

Der Sinus des Winkels « zwischen einer Geraden ¢ und einer Ebenen E ist
gegeben durch:

e
sina =

v_>

RV, - [z

wobei Rig der Richtungsvektor der Geraden und ng der Normalenvektor
der Ebene ist.

(Anmerkung: Man verwendet die Formel gerne ohne Betragsstriche im Zih-
. RV, ong
ler; also sina = ?7_} .
[R Vgl InE]

Aber mit Betragsstrichen wird immer der spitze Winkel bestimmt.)

-2 0
-8 o 1
Sim:wom: -1 0 _lo-8+0 8
77| -2 0 V69 -1 V69
-8 |- 1
-1 0

© Abiturloesung.de
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8

P o
= a = sin — | = 74,38
<v69>

Erlduterung: Mittelpunkt einer Strecke

Die Formel fiir die Berechnung des Mittelpunktes M zwischen zwei Punkten A
und B lautet:

Teilaufgabe e (4 BE) = % . (X n E’)

Das Fenster ist drehbar um eine Achse, die im Modell durch die Mittelpunkte der Strecken
[G H] und [L K] verléuft. Die Unterkante des Fensters schwenkt dabei in das Zimmer; das

Drehgelenk erlaubt eine zum Boden senkrechte Stellung der Fensterfliche. 1 2 2 1 4 2
Bestimmen Sie die Koordinaten des Mittelpunkts M der Strecke [G H] und bestéitigen M= 5 {8 + ﬁ] =z 4 |+ =3 10 | = 5
Sie rechnerisch, dass das Fenster bei seiner Drehung den Boden nicht beriihren kann. 2 1 3 1,5

(Teilergebnis: M (2]5]1,5))

Losung zu Teilaufgabe e Linge einer Strecke

Mittelpunkt einer Strecke Linge der Strecke [M H] bestimmen:

GH= ’Cﬁ-}‘ =5 (s. Teilaufgabe c)

Erlduterung:

Da M der Mittelpunkt der Strecke [G H] ist, ist die Strecke [M H| die Hilfte der
Strecke [G H| lang.

- ]} e

2

‘m’:%‘ﬁ[‘:ﬁzlm

2

Rechnerische Bestétigung:

Mittelpunkt bestimmen:

Abitur Bayern 2012 Geometrie V © Abiturloesung.de
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hgemessen =12 mm
Erlduterung: bgemessen = 78 mm
Der Boden des Dachzimmers liegt nach Konstruktion in der x; zo-Ebene. h=0,4m (echte Hohe, laut Angabe)
Deswegen entspricht die x3-Koordinate des Punkts M (z3=1,5) dem Ab-
stand vom Punkt M zum Dachzimmerboden. Um nun die echte Breite b zu erhalten, wird das Verhiiltnis von Breite und Hohe aufgestellt.
Die Linge der Fensterkante [M H] ist kleiner als dieser Abstand und das
Fenster kann somit den Boden nicht beriihren. Erliduterung: Dreisatz
Beim einfachen Dreisatz stehen zwei gleiche Verhéltnisse gegeniiber, es gibt also
5 immer vier Werte. Das Verhiltnis von zwei zusammengehorigen Werten wird als
‘M?I‘:iz1,12<1,5 et . ) senons
2 Bruch geschrieben. Die allgemeine Form ist:

a_c
b d
Teilaufgabe f (4 BE)
é _ bgemessen
Abbildung 2 zeigt ein quaderférmiges Mobelstiick, das 40 cm hoch ist. Es steht mit seiner h  h gemessen
Riickseite flachenbiindig an der Wand unter dem Fenster. Seine vordere Oberkante liegt b 78
0 ! 0,412
im Modell auf der Geraden £ : )7 =1 55 |+A-[ 0|, xeR. ’ 7
0,4 0 = b=—:0,4=2,6m
12
Ebene aus Punkt und Normalenvektor
— ~F
W
p— p— p(o|6]1) | c(3]6|1)
1 i Abb.2 !
b
t (f
Ermitteln Sie mithilfe von Abbildung 2 die Breite b des Mobelstiicks moglichst gepaw. === === - R -k

Bestimmen Sie mithilfe der Gleichung der Geraden k die Tiefe t des Mobelstiicks und
erldutern Sie Thr Vorgehen.

(Messungen aus der Original-Abbildung: H6he h =12 mm und Breite b =78
mm)

Erlauterung zum Vorgehen:
Losung zu Teilaufgabe f

t entspricht dem Abstand der Geraden k zur Ebene W, in der die Wand unter dem Fenster
Ldnge einer Strecke liegt, da k parallel zur Wand verliuft.

L#nge der Strecken b und h (Hohe des Mobelstiicks) mit dem Lineal ausmessen: Die Ebene W steht senkrecht zur za-Achse und geht durch den Punkt C'(3[6[1).

Abitur Bayern 2012 Geometrie V © Abiturloesung.de
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Ebene W aufstellen:

m = 1 Normalenvektor der Ebene W

Erlduterung: Normalenform einer Ebene

Zum Aufstellen der Normalenform einer Ebene werden nur der Normalenvektor
und ein Punkt P aus der Ebene (Aufpunkt) benétigt.

E:?on_)E:?o@

Hier (C ist Aufpunkt):

0 3 0
w:Xo|l1]|=[6]of1 e =6 =  29-6=0
0 1 0

Abstand Gerade - Ebene

0 1

X =155 |+x]|0
0,4 0
P

Hesse-Normalenform der Ebene W:

Abitur Bayern 2012 Geometrie V

Erlduterung: Hesse-Normalenform der Ebene
Die Hesse-Normalenform EYN¥ ciner Ebene E entsteht durch Teilung der

Normalenform der Ebene E mit dem Betrag des Normalenvektors.

E:Xonp—d=0

—

p Xonp—d

aEH“*:ﬁ—O‘”El =0
ng

d ist das Ergebnis des Skalarprodukts aus ngp und dem Ortsvektor des Auf-

punkts von E.

Hier ist der Betrag des Normalenvektors gleich 1:

0
lawl=|( 1] |=v0o+12+0=1

- 236
WHNF 22— 0

WHNF:J:Q—(SZO
Abstand ¢ bestimmen:

Erlduterung:

Der Abstand der Geraden k zur Ebene W entspricht dem Abstand eines beliebigen
Punktes der Geraden zur Ebene W.

Hier ist P der Aufpunkt der Geraden k:

0 1

k:X={55|+xr[o0
0,4 0
P

t=d(k; W) = d(P;W)

© Abiturloesung.de



Seite 21 Abiturloesung.de - Abituraufgaben

Erlduterung: Abstand Punkt - Ebene

Durch Einsetzen der Koordinaten eines Punktes P in die Hesse-Normalenform
EANT der Ebene E (zwischen Betragsstriche), bestimmt man den Abstand des
Punktes zur Ebene.

HNF ?O@—d
E =0

7|
—
?onE —d
> d(PB) = |

d ist das Ergebnis des Skalarprodukts aus 77 und dem Ortsvektor des Auf-
punkts von E.

d(P;W) =15,5-6|=0,5

Teilaufgabe g (5 BE)

Uberpriifen Sie rechnerisch, ob das Fenster bei seiner Drehung am Mébelstiick anstofien
kann.

Losung zu Teilaufgabe g

Abstand Punkt - Gerade

http://www.abiturloesung.de/ Seite 22
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M (2]5]1,5)  Mittelpunkt der Strecke [G H|

0 1

E:X =55 |+a-[ 0

0,4 0
Erlduterung:

Damit das Fenster nicht am Mobelstiick anstofit, muss der Abstand vom Punkt M
zur Geraden k groBer sein als die Linge der Kante [M H].

Abstand von M zu k bestimmen:

© Abiturloesung.de
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Erlduterung: Hilfsebene

|

/

r,f-«\fﬂ 7

—— s

T~ F e
— [+]

"-\-\._1_
I X

[~

f H

Um den Abstand zwischen einer Geraden g und einen Punkt M bestimmen zu
konnen, bildet man eine Hilfsebene H die den Punkt M beinhaltet und senkrecht
zur Geraden g steht.

Diese Ebene schneidet dann die Gerade g in einem Punkt F. Der Abstand
entspricht dann der Lénge der Strecke [M F.

Hilfsebene H durch M senkrecht zu k aufstellen:
1

ng={0
0

Erlduterung: Normalenform einer Ebene

Zum Aufstellen der Normalenform einer Ebene werden nur der Normalenvektor
und ein Punkt P aus der Ebene (Aufpunkt) benétigt.

E:?o@:?o@

Hier (M ist Aufpunkt):

1 2 1
H:Xo[l 0= 5 |of 0 — 2 =2 =  2-2-0
0 1,5 0

Ebene H und Gerade k schneiden: H Nk

Abitur Bayern 2012 Geometrie V

Erlduterung: Schnitt Ebene und Gerade

Schneidet eine Gerade g : 7 = ?+/\<7 eine Ebene F in einem Punkt P,
dann erfiillt die Geradengleichung fiir ein bestimmten Wert von A (von g¢) die
Normalenform der Ebene E.

Man setzt g in E ein und lost nach A auf.

Hier wird also k¥ in H eingesetzt und nach A aufgelost.

Da die Gleichung der Ebene H nur “ z; “ enthélt, muss auch nur die x;-Koordinate
“ A“von k eingesetzt werden.

0 1 2
F=|s55|+2.{0o]=]55 = F(205,50,4)
0,4 0 0,4

Vektor M E' bestimmen:

2
ME=F-M=55|-( 5 |=| 05
0,4 1,5 1,1

Abstand bestimmen:

Erlduterung: Betrag eines Vektors

ay
Die Léinge (bzw. der Betrag) |@| eines Vektors @ = [ ag ist gegeben durch:
az
2
ai ai
7= a2 ||= ay | =y/ai+d}+d3
as as

© Abiturloesung.de
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0

d=d(M:k) = |MF| = 0,5 =1/0+ (0,52 + (-=1,1)* = /1,46 ~ 1,21
~1,1
MMJQ%L2L>%?:JWH
~~
~1,12

Das Fenster kann nicht am Mdobelstiick anstofien.
Alternative Ldsung

Alternativer Rechenweg

0 1
kX =55 |+x]0
0,4 0
——
P m
‘M?xR@’
aMp)y =" "l
Bd
9 1 0
05 | x[ o 1,1
1,1 0 ~0,5
- - T
V12+0+0 1
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