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Gegeben sind die reellen Funktionen f, :z — prartl mit @ € R in der maximalen

Definitionsmenge D, . Der Graph einer solchen Funktion wird mit G, bezeichnet.

Teilaufgabe 1.1 (4 BE)

Geben Sie D, an und bestimmen Sie die Art der Definitionsliicke.

Teilaufgabe 1.2 (6 BE)

Ermitteln Sie, fiir welche Parameterwerte a die Funktion f, zwei verschiedene Nullstellen,
genau eine Nullstelle bzw. keine Nullstelle hat, und geben Sie die entsprechenden Nullstellen
jeweils an.

Teilaufgabe 1.3 (6 BE)

Untersuchen Sie das Verhalten der Funktionswerte f,(z) fiir |z| — co und bestimmen Sie
die Gleichungen aller Asymptoten des Graphen G, .

Teilaufgabe 1.4 (8 BE)

Bestimmen Sie die maximalen Monotonieintervalle der Funktion f, und ermitteln Sie da-
mit Art und Lage der Extrempunkte des Graphen G, .
(z+2a)* -1

Mogliches Teilergebnis: f/(x) =
[Mog g fal(z) 2@ 1 20)°

]

Teilaufgabe 1.5 (3 BE)

Zeigen Sie, dass unabhéngig von a der Tiefpunkt 7,(—2a + 1; —a + 1) und der Hochpunkt
Hy(—2a — 1;—a — 1) des Graphen G, immer denselben Abstand voneinander haben.

Teilaufgabe 1.6 (5 BE)

Setzen Sie @ = —1 und zeichnen Sie den Graphen G_; mit seinen Asymptoten fiir —3 < z < 6
in ein kartesisches Koordinatensystem. Maflstab: 1 LE = 1cm.

: 1
Fiir a = —1 erhilt man nach entsprechender Umformung die Funktion f_; : z +— % + 3 1
T —

in ihrer maximalen Definitionsmenge D_; .

Der Graph G_; begrenzt mit den drei Geraden mit den Gleichungen y =0, =% und
r=k+1 mit kK €R und k > 2 ein Flichenstiick Ay .
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Teilaufgabe 1.7.1 (9 BE)

Kennzeichnen Sie fiir k¥ =3 das Flidchenstiick As im Schaubild der Aufgabe 1.6 und
zeigen Sie, dass fiir die von k abhéngige Fldchenmafizahl F' des Flidchenstiicks Aj gilt:

Pk 1 1

1 k—
—§‘<k+§+lnm>

Teilaufgabe 1.7.2 (9 BE)

Bestimmen Sie den Parameterwert k so, dass die Flichenmaflzahl F' ihren absolut kleins-
ten Wert annimmt.

Nach einem Modell des britischen Okonomen Thomas Malthus kann die Zahl B der Weltbe-
volkerung in Abhéngigkeit von der Zeit ¢ (in Jahren) nidherungsweise durch folgende Funk-
tionsgleichung beschrieben werden. (Einheiten werden nicht mitgefiihrt.)

B(t) = By - €™, wobei gilt: t € R und ¢ >0 sowie r € R und r > 0.

Dabei gibt By die Bevolkerungszahl zum Zeitpunkt ¢ =0 am 1.1.1800 an und r ist ein
Ma$ fiir die Wachstumsrate der Bevilkerung.

Am 1.1.1950 betrug die Weltbevilkerung der Bevolkerung etwa 3,7 Milliarden Menschen,
und am 1.1.2050 werden etwa 9,5 Milliarden Menschen weltweit erwartet.

Teilaufgabe 2.1 (5 BE)
Zeigen Sie, dass fiir die Werte By und r gilt: By ~ 0,90 - 10° und r ~9,43-1072.
Teilaufgabe 2.2 (3 BE)

Stellen Sie die Entwicklung der Weltbevélkerung zwischen 1.1.1800 und 1.1.2050 mit einem
geeigneten Mafstab grafisch dar.

Teilaufgabe 2.3 (5 BE)

Entnehmen Sie einer entsprechenden Markierung im Diagramm der Aufgabe 2.2 zu einem

beliebigen Zeitpunkt ¢ das Zeitintervall At fiir das folgende Bedingung gilt: B(t + At) = 2 - B(t)

Zeigen Sie durch Rechnung, dass das Zeitintervall A¢ unabhéingig vom Zeitpunkt ¢ ist,
und berechnen Sie At auf eine Nachkommastelle gerundet.
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Teilaufgabe 2.4 (7 BE) Loésung

Die natiirliche Tragfihigkeitsgrenze der Erde ist der Zeitpunkt ¢pg, an dem die MaBzahl
der zur Verfiigung stehenden Nahrungsmittel

N(t)=2,5-10"-¢+2,0-10° mit ¢ € R und ¢ >0 (¢ in Jahren) Teilaufgabe 1.1 (4 BE)

. . . . . 2
nicht mehr groBer ist als die Zahl der Weltbevolkerung B(t). Gegeben sind die reellen Funktionen f, : z — 2wyl mit a € R in der maximalen
(Eine Nahrungsmitteleinheit entspricht zur Vereinfachung dabei einer Bevélkerungsein Definitionsmenge D, . Der Graph einer solchen Funktion wird mit G, bezeichnet.

heit.)
Bestimmen Sie mithilfe des Newton-Verfahrens den Zeitpunkt ¢pg . Benutzen Sie als Start-
wert to = 210, fithren Sie nur einen N&herungsschritt durch, runden Sie das Ergebnis auf

ganze Jahre und geben Sie auch das entsprechende Jahr unserer Zeitrechnung an. Geben Sie Dy an und bestimmen Sie die Art der Definitionsliicke.

Losung zu Teilaufgabe 1.1

Definitionsbereich bestimmen

22+ 2ax+1

falw) = 2z + 4a

Nenner Null setzen:

Erlduterung: Nullstellen der Nennerfunktion

f(z) besteht aus einem Bruch. Die Nennerfunktion 2z + 4a darf den Wert Null
nicht annehmen. Es werden also die Nullstellen der Nennerfunktion gesucht und aus
dem Definitionsbereich ausgeschlossen.

20 4+4a =0
= x=-2a
r = —2a vom Definitionsbereich ausschlieBen:

Dy, =R\ {~2a)

Art der Definitionsliicke bestimmen

Bestimmen der Art der Definitionsliicke:
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Erlduterung: Art der Definitionsliicke Erlduterung: Nullstellen
Die Nennerfunktion 2x + 4a hat bei © = —2a eine einfache Nullstelle. Der Ansatz um die Nullstellen (die Schnittpunkte einer Funktion mit der x-Achse)
Man untersucht die Zihlerfunktion an der Stelle x = —2a. zu bestimmen, lautet stets:
Hat der Ziahler ebenfalls eine Nullstelle bei x = —2a und ist deren Vielfach- f)y=0
heit gleich oder grofler derer der Nennerfunktion, dann ist © = —2a eine hebbare
Definitionsliicke. Die Gleichung muss anschlieBend nach z aufgelost werden.
Anderenfalls ist © = —2a ein Pol.
fa(z) =0
Bestimmen des Wertes der Zihlerfunktion @2 4+ 2a@ + 1 bei z = —2a:
22 +2ax+1 -0
(—2a)? 4+ 2a(—2a) +1=1%#0 2r + 4a
Erliuterung: Polstelle Erlduterung: Bruch gleich Null setzen
Ist die Zihlerfunktion bei x = —2a von Null verschieden, gibt die Vielfachheit der Ein Bruch ist dann gleich Null, wenn der Zéhler gleich Null ist.
Nennernullstelle die Ordnung des Pols an. Zu beachten ist dabei, dass die Nullstelle des Zéhlers nicht gleich sein darf wie die

Nullstelle des Nenners (hebbare Liicke).

x = —2a ist einfache Nullstelle der Nennerfunktion
22 +2az+1=0
= f hat an der Stelle x = —2a einen Pol 1. Ordnung.

Erlduterung: Mitternachtsformel - Losungsformel fir quadratische Gleichungen

Die Lossungen zu einer Gleichung der Form axz? + bz + ¢ =0 lauten stets:

— 2 _ )
Teilaufgabe 1.2 (6 BE) 12 = bii \/254(16
a

Ermitteln Sie, fiir welche Parameterwerte a die Funktion f, zwei verschiedene Nullstel-
len, genau eine Nullstelle bzw. keine Nullstelle hat, und geben Sie die entsprechenden

Nullstellen jeweils an. —2a++/(20)* — 4

T12 =
Losung zu Teilaufgabe 1.2 2
20+ +V4a® -4

Nullstellen einer Funktion 2
—2a+£2-Va? -1
2 - - - ' -

¥+ 2ax+1 2

fa(@) = ——1—

2z +4a zfa:l:\/cﬁ

Zur Bestimmung der Anzahl der Nullstellen betrachtet man den Ausdruck unter der Wurzel
(Diskriminante):
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Teilaufgabe 1.3 (6 BE)

Untersuchen Sie das Verhalten der Funktionswerte f,(z) fiir |#| — co und bestimmen
Erlauterung: Anzahl der Nullstellen einer quadratischen Funktion Sie die Gleichungen aller Asymptoten des Graphen G, .

Die Diskriminante ist der Ausdruck unter der Wurzel in der Mitternachtsformel: Losung zu Teilaufgabe 1.3

—b+£Vb% —4dac .
T2 = e Grenzwert bestimmen
a
Diskriminante: D = b% — 4ac Grenzwert fiir  — 400:
Eine quadratische Gleichung hat keine Loésung, wenn die Diskriminante klei- li 22 +2ax+1
ner Null ist. D <0 raﬂfx 2z + 4a

Eine quadratische Gleichung hat genau eine Losung, wenn die Diskriminante

gleich Null ist. D = 0 Teilen des Zahlers und des Nenners durch x:

—0
Eine quadratische Gleichung hat genau zwei Losungen, wenn die Diskriminante —00 /1\
groBer Null ist. D >0 242z +1 T +2a+ —
lim = lim Z 00
T—+00 2¢ + 4a T—+00 4a
24+ —
3
Keine Nullstelle: a2 —1 <0 :’0/
<1
Grenzwert fiir x — —o0:
= —-1l<ax<l1
—0
——0 ~ =
. ~~ 1
Eine Nullstelle: a*> —1 =0 2?42z +1 . r +2a+ =
lim = lim L = —00
T——00 2 +4a T——00 4a
2 _ 24+ —
a®=1 T
~~
—0

Asymptoten bestimmen
Die Nullstelle liegt dann bei z = —a++v0 = —a.

Polynomdivision durchfiihren:
Zwei Nullstellen: a® — 1> 0

a?>1
= a<-1 V a>1

Die Nullstellen liegen dann bei 12 = —a & v/ a2 —1.
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Erlduterung: Polynomdivision

Eine Polynomdivision ist ein Verfahren zur Berechnung der Summenschreibweise
gebrochenrationaler Funktionen.
. . 2’ +x -2 ) )
Um beispielsweise den Term Q-1 als Summe zu schreiben, wird fol-
T —
gende Polynomdivision durchgefiihrt:

(2 4z -2):(z—1)=z+2

—(a,'2 —r)
2r —2
—(2r -2)

2 . Lt
(" +2az +1) : (22 +4a) = 2at:+ 2 +da
—(2%42az)
0 +1
Asymptoten:
1 “

y=37 (schrige Asymptote)
fa hat bei 2 = —2a eine Polstelle also eine senkrechte Asymptote mit der Gleichung =z = —2a .

Alternative Ldsung

Grenzwert fiir x — +o00:

22 +2ax +1 ) Lo, ! N
m = m - = o0
z—+o0 22 + 4a z—+oo | 2 2z + 4a
~—~ N——
—r+o0 —0

Grenzwert fiir x — —oo:
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224 2x+1 X 1 1
lim ———— = lim - + = —00
z——c0  2x + 4a T—>—00 2 2r + 4a
N~~~ N—_——
——00 —0

Teilaufgabe 1.4 (8 BE)

Bestimmen Sie die maximalen Monotonieintervalle der Funktion f, und ermitteln Sie
damit Art und Lage der Extrempunkte des Graphen G, .

(x4 2a)? -1

Mogliches Teilergebnis: f!(x) =
[Mog g Ja(x) 2@ + 20)°

J

Lo6sung zu Teilaufgabe 1.4

Monotonieverhalten einer Funktion

Erste Ableitung bilden:

224+ 2ax + 1>/

f,;(x) :< 2z + 4a

Erlauterung: Quotientenregel der Differenzialrechnung
u(x) ' (z) - v(z) — u(z) V' (x)

flx) = @ =  fllx)= [v(z)]2

Hierist wu(z)=a?+2az+1 und o(z)=27+4a.
Dannist /(z) =2z+2a¢ und o'(z)=2.

_ (2z+2a) 2z +4a) — (a® +2ax+1) 2

fal®) (22 + 4a)2

_ 42% 4 8ax + 4ax + 8a® — 222 — 4ax — 2
(22 + 4a)?

. 222 4+ 8ax + 8a% — 2
[2- (2 + 2a))?

2~(12+4az+4a2—1)
4-(z +2a)?
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Seite 11

Abiturloesung.de - Abituraufgaben

2?2+ 4dax +4a® -1
2. (z +2a)?

(z+2a)%—1
2. (z 4 2a)*

Vorzeichen der ersten Ableitung untersuchen:

fa(z) >0

Erlduterung: Monotonieverhalten einer Funktion

Fiir stetige Funktionen besteht eine Beziehung zwischen Monotonie und Ableitung,

da die Ableitung die Steigung der Funktion angibt.

Es gilt:

f'(x) > 0: Die Funktion steigt in diesem Bereich streng monoton.

f'(z) < 0: Die Funktion fillt in diesem Bereich streng monoton.

(z+2a) -1
2 (¢ + 2a)*

Erlduterung: Vorzeichen eines Bruches

Die erste Ableitung ist ein Bruch.

Ein Bruch ist positiv wenn Zihler und Nenner entweder beide positiv oder

beide negativ sind (z.B. g > 0 oder ;::) > 0).
-5

Ein Bruch ist negativ wenn Z#hler und Nenner verschiedenes Vorzeichen ha-

-3 3
ben (z.B. 5 < 0 oder = < 0)

Da 2-(z+2a)> >0 fiir alle z € D 7, betrachtet man nur den Zihler:

Da 2 (z+ 2a)2 > 0 fiir alle @ € Dy, betrachtet man nur den Zéhler:
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(x+2a)*—1>0

(x+2a)>—1=0

(x+2a)? =1
T+ 2a = =+1
r==+1-2a

Die Funktion (z + 2a)? —1 ist eine nach oben gedffnete Parabel mit den Nullstellen bei
—1—2a und 1—2a.

Fiir # < —1 —2a und fir > 1—2a ist fi(z) > 0. Gy, ist also im Bereich | — co; —1 — 2a[
U ]1 — 2a; oco[ streng monoton steigend.

Fir -1 -2a<x<1-2a ist f(z) <0. Gy, ist also im Bereich ] — 1 — 2a;1 — 2a[ streng
monoton fallend.

Art von Extrempunkten ermitteln

Die Nullstellen der Ableitung sind z¥ = —1 — 2a und 2 = 1 — 2a.. Hier liegen Extremstellen
vor.

© Abiturloesung.de
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Erlduterung: Art eines Extremums

Die Art eines Extrempunkts wird durch das Vorzeichen der Ableitung bestimmt:

Ist f’(rE ) =0 und liegt ein Vorzeichenwechsel der ersten Ableitung von (+)
nach (—) an der Stelle z¥ vor, so hat der Graph der Funktion an dieser Stelle einen
Hochpunkt (Maximum).

Ist f/(z¥)=0 und liegt ein Vorzeichenwechsel der ersten Ableitung von (—)
nach (4) an der Stelle z¥ vor, so hat der Graph der Funktion an dieser Stelle einen
Tiefpunkt (Minimum).

Gy, ist im Bereich | — co; —1 — 2a[ streng monoton steigend und im Bereich | — 1 — 2a;1 — 2a
streng monoton fallend. An der Stelle #¥ = —1 — 2a liegt folglich ein Maximum vor.

Gy, ist im Bereich | —1 — 2a;1 — 2a[ streng monoton fallend und im Bereich ]1 — 2a;00[
streng monoton steigend. An der Stelle .LQE =1 —2a liegt folglich ein Minimum vor.

Lage von Extrempunkten ermitteln

Berechnen der Funktionswerte:

—1-2a)?+2a-(-1—2a)+1
f (af) = o1 - 2a) = SRR L 220
1+4a+4a? —2a —4a® + 1
—2 —4a +4a
2a + 2
-2

=-a—1 = Hochpunkt Hy(—1—2a|—a—1)

(1-2a)%+2a-(1—2a)+1
2-(1-2a)+4a
1—4a+4a®+2a —4a® + 1
2 —4a+4a
—2a+2
2

f(25) = J(1 - 2a)

=—-a+1 = Tiefpunkt T5(1 —2a| —a+1)

Teilaufgabe 1.5 (3 BE)
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Zeigen Sie, dass unabhingig von a der Tiefpunkt 7,(—2a+ 1;—a + 1) und der Hoch-
punkt H,(—2a — 1;—a — 1) des Graphen G, immer denselben Abstand voneinander ha-
ben.

Losung zu Teilaufgabe 1.5
Abstand zweier Punkte
—
Bestimmen des Vektors T, H, :
— —1—2a 1—2a -2
nm-(20) - (L) -(2)

Der Vektor ist unabhéngig von a, also auch dessen Linge.

Teilaufgabe 1.6 (5 BE)

Setzen Sie a = —1 und zeichnen Sie den Graphen G_; mit seinen Asymptoten fiir
—3 < x <6 in ein kartesisches Koordinatensystem. Mafistab: 1 LE = 1cm.

Losung zu Teilaufgabe 1.6

Skizze
2
z°+2az+1
Jol®) = 5
Setze a = —1:
22 —2x+1

= fal) =5

Nullstelle:

N =—a=—(-1)=1

Extrempunkte:
Hochpunkt Ho(—2a—1|—a—1) = H_;=(1/0)

Tiefpunkt To(—2a+1|—a+1) = T-1=(3|2)

© Abiturloesung.de
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Pol 1. Ordnung;: Teilaufgabe 1.7.1 (9 BE)

1
z=-2a=-2-(-1)=2 Fiir a = —1 erhilt man nach entsprechender Umformung die Funktion f_; : z — g + 2 1
T —
in ihrer maximalen Definitionsmenge D_ .

Asymptoten: Der Graph G_; begrenzt mit den drei Geraden mit den Gleichungen y =0, z =k
1 und x =k +1 mit £k € R und &k > 2 ein Flichenstiick Ay .
Y=
2
rT=—-2a=2 Kennzeichnen Sie fiir k¥ =3 das Flichenstiick A3 im Schaubild der Aufgabe 1.6 und
zeigen Sie, dass fiir die von k abhéngige Flichenmafizahl F' des Flichenstiicks Ay, gilt:
Foy =L (ke bpmPt
Wertetabelle: (nicht erforderlich) 2 2 T2

Losung zu Teilaufgabe 1.7.1

x | -3 | —2 | -1 | 0 ‘ 1| 19 | 21 ‘ 3| 4 | 5 | 6 Fldchenberechnung
fi(x) | —-16] —1,13| —0,67|025] 0| -4,05|6,05]2] 225|267 | 3,13
22 -2 +1 T 1
_ P s A
Skizze:
Skizze:

Fachabitur Bayern 2011 T Infinitesimalrechnung A I © Abiturloesung.de



Seite 17 Abiturloesung.de - Abituraufgaben

Berechnung der Fliche:

Erlduterung:

Die Fliche die Gy, mit der w-Achse zwischen k und k+1 einschlieft, ist
gegeben durch das bestimmte Integral:

k+1
F(k) = /f_l(ac)dx

k

Da fiir k> 2 das Flichenstiick oberhalb der x-Achse liegt, konnen die Be-
tragsstriche weggelassen werden.

k+1

Fk)= [ f-1(z)dx
[
k+_1 1
x
- / PR
k

Erlduterung: Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

Ist F eine Stammfunktion von f, dann ist F' = f und es gilt:

b
/ﬂmmﬁ%ﬂMK:F@me)

1 2k+1 1
7[195]1{ +/2$74dx
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Erlduterung: Logarithmisches Integrieren
!

Ist f eine Funktion der Form f(z) = g'(z)

o)’ so gilt:
[ #a)x = migla)
Hier muss erst umgeformt werden:
k1 ) k+_11 5 . k+1 5
/ o™= /5'2x74dxz§' / T
k k k

Dann ist g(z) =2z — 4 und ¢'(z) = 2.

1, 1 k+1
= |22+ |2z —4
[41: +2n|x |:|1<:

(L 2 L. ) - (A2 g Lok -
7<4(k+1) +5mnj2- (k+ 1) 4\) <4k + 5 Inj2 4\)

N =

1 1
(i(k +1)2 4+ )2 (k+1)—4| - 51@2 — In|2k — 4|>

N =

1, 1 1,
K+ k+ = +n2k — 2| — =k? — In|2k — 4
<2k kit 4 2k =2 = ok |2k \)

Erlduterung: Betrag

Fiir £ > 2 ist 2k —2 > 0 und 2k — 4 > 0. Die Betragsstriche konnen hier also weg-
gelassen werden.

= % (k+ % +1n(2k — 2) —ln(2k—4)>

Erlduterung: Logarithmus eines Quotienten

Logarithmus eines Quotienten:

In (%) =Ina—1Inb

© Abiturloesung.de
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:1 (kJrlJrln%;Q)
2 2 2k —4
1
2

1 k-1
<k+§+lnm>

Teilaufgabe 1.7.2 (9 BE)

Bestimmen Sie den Parameterwert k so, dass die Flichenmaflzahl F' ihren absolut kleins-
ten Wert annimmt.

Losung zu Teilaufgabe 1.7.2

Extremwertaufgabe

Erste Ableitung bilden:

Erlduterung: Kettenregel der Differenzialrechnung
J(@) =u(v(@) = ['(z) =u'(v(2)) - v'(z)

Formel fiir Logarithmusfunktionen:

ﬂm:mmwk¢ﬂm:£5wu)
Hier ist v(z) = %

Py = (1+%- (%))

Erlduterung: Quotientenregel der Differenzialrechnung

u'(x) - v(x) —u(z) - v'(z)
[o(x))?

fy =2 s )=

Hierist w(k)=k—1 und w(k)=k-—2.
Dannist «/(k)=1 und o'(k)=1.

1 k=2 1-(k—2)—(k—1)-1
(Ao mmDkon
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1 kE—2 k—2-k+1
= (14+ =
2<+k—1 (k—2)2 >

(" i)

N =

N =

Erste Ableitung Null setzen:

Erlduterung: Notwendige Bedingung

Folgende notwendige Bedingung muss fiir ein Extrempunkt an der Stelle # erfiillt
sein:

f (2F)=0,  daher immer der Ansatz:  f'(z) =0

3 (1 i) =

-1
YT e—y 0
1
TR

(k—1)(k—2)=1
K —3k+2=1

kK —3k+1=0

Erlduterung: Mitternachtsformel - Lisungsformel fir quadratische Gleichungen

Die Losungen zu einer Gleichung der Form az? + bz + ¢ = 0 lauten stets:

- —b+ Vb2 —4ac
12=——(F ——
’ 2a

© Abiturloesung.de
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3+v32-4-1-1 3+V6
21 2

345
2

k1o =

Bedingungen analysieren:

3-v5

oy = 5

~ 2,62, <1c2 %0,38<2>
Erlduterung: Gleichungssystem aufstellen

Untersuchen, ob Vorzeichenwechsel vorliegt: Uber die gegebenen Bedingungen lassen sich Gleichungen aufstellen, welche die Pa-

rameter By, und r enthalten. Durch das Losen des dadurch entstandenen Glei-

! 5\ ~
F(2,5)~ 0,17 <0 chungssystems erhilt man die gesuchten Werte.

F'(3)=0,25>0

: & N [ . : .109 -
Es liegt ein Vorzeichenwechsel von “ —“ nach “ 4“ vor. Es handelt sich also um ein Mini- 1. Die Bevolkerungszahl nach 150 Jahren (1950) ist 3,7- 107
mum.

B(150) = 3,7-10°

— . ) Co y s By e =3,7-10°
Da F'(k) fir k> 2 stetig ist und k; fiir k > 2 die einzige Losung zu F'(k) =0 ist, ist

3 5 9
k= +2\f ~ 2,62 sogar ein absolutes Minimum. By = 3’3715;&0 )

3+5 9

Die Fliche F(k) ist fir k1 = g 2,62 am kleinsten. Die Bevélkerungszahl nach 250 Jahren (2050) ist 9,5 -107:

B(250) = 9,5 - 10°

By - e =9,5.10° (II)
Teilaufgabe 2.1 (5 BE)

Nach einem Modell des britischen Okonomen Thomas Malthus kann die Zahl B der Welt-
bevolkerung in Abhéngigkeit von der Zeit ¢ (in Jahren) ndherungsweise durch folgende

Gleichungssystem:
Funktionsgleichung beschrieben werden. (Einheiten werden nicht mitgefiihrt.)

3T 10°
B(t) = By - €™, wobei gilt: t € R und ¢ >0 sowie r € R und r > 0. 0= —mor— @

250 _ 109
Dabei gibt By die Bevolkerungszahl zum Zeitpunkt ¢ =0 am 1.1.1800 an und r ist Bo-e =9,5-10" (1)

ein Maf fiir die Wachstumsrate der Bevolkerung.
Am 1.1.1950 betrug die Weltbevolkerung der Bevolkerung etwa 3,7 Milliarden Menschen,

und am 1.1.2050 werden etwa 9,5 Milliarden Menschen weltweit erwartet. . .
(I) in (II) einsetzen:

Zeigen Sie, dass fiir die Werte By und r gilt: By~ 0,90-10° und r =~ 9,43-1073. 3.7.10°
) o 2507 _ g 5.109
ete T
Loésung zu Teilaufgabe 2.1
. 9 100 9
Parameterwerte ermitteln 3,7-107 ™" =9,5-10

B(t) =By e
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00T — 9,5 | logarithmieren A B(t) in Mrd.
’ 104
9,5
100 = In = o
r =In 3.7
o
1 |4
re 22 £ 0,00943 = 9,43 103

~ 100 3,7

r=09,43-102 in (I) einsetzen:

3,7-10°

o1 ~ 899274295~ 0,9 - 107 4
150943,

By =

Teilaufgabe 2.2 (3 BE)

Stellen Sie die Entwicklung der Weltbevilkerung zwischen 1.1.1800 und 1.1.2050 mit
einem geeigneten Maflstab grafisch dar.

o 50 100 150 200 %0 ¢

Losung zu Teilaufgabe 2.2

Skizze
Wertetabelle: (nicht erforderlich)

Teilaufgabe 2.3 (5 BE)

£ | 0 | 50]100] 150 200] 250 Entnehmen Sie einer entsprechenden Markierung im Diagramm der Aufgabe 2.2 zu einem
B(nyim10°[09]14] 23[37[59] 95 beliebigen Zeitpunkt ¢ das Zeitintervall A, fiir das folgende Bedingung gilt: B(t + At) = 2 - B(t)
Zeigen Sie durch Rechnung, dass das Zeitintervall At unabhiingig vom Zeitpunkt ¢ ist,
und berechnen Sie At auf eine Nachkommastelle gerundet.

Skizze:
Losung zu Teilaufgabe 2.3

Nachweis eines Sachverhaltes
Gesucht ist das Zeitintervall A¢, in dem sich die Bevélkerungszahl verdoppelt.
Zeichnerische Losung:

In der Skizze zeichnet man die Werte ¢; und to ein, fiir die beispielsweise B(t1) =4 - 10°
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und B(ty) = 8- 10° gilt. _n2

T

At

= At ist unabhingig von ¢
& B(t) in Mrd. .
Mit 7 =9,43-1073 ergibt sich:

In2

At=——"—=~r
9,43-1073

73,5

Teilaufgabe 2.4 (7 BE)

Die natiirliche Tragfihigkeitsgrenze der Erde ist der Zeitpunkt ¢tg, an dem die Mafizahl
der zur Verfiigung stehenden Nahrungsmittel

N(t)=2,5-10" -t +2,0-10° mit t € R und ¢ >0 (¢ in Jahren)

nicht mehr grofer ist als die Zahl der Weltbevilkerung B(t).

(Eine Nahrungsmitteleinheit entspricht zur Vereinfachung dabei einer Bevilkerungsein-
heit.)

Bestimmen Sie mithilfe des Newton-Verfahrens den Zeitpunkt tpg. Benutzen Sie als
Startwert to = 210, fithren Sie nur einen N&herungsschritt durch, runden Sie das Ergeb-
nis auf ganze Jahre und geben Sie auch das entsprechende Jahr unserer Zeitrechnung
an.

|-
t’ Losung zu Teilaufgabe 2.4

Newton- Verfahren

Messen des Abstandes zwischen t; und ¢y ergibt ca. 2,9cm. . . Ktion N B sfier Null 1 . L B Nals el
Umgerechnet (Mafistab: 25 Jahre = 1 cm ) entspricht dies einem Zeitintervall von At =2,9-25 = 72,5 Solange (.he Fun tl.OIl (t) - (t) grofier Null ist, gibt es noc ger}ugend ahrungsmittel.
Gesucht ist der Zeitpunkt ¢7 ¢, fiir den N(trg) — B(trg) =0 wird.

Funktionsgleichung aufstellen:
Hechnerische Losung: N(t) = B(t) = 2,5-107 - £ +2,0- 107 — 0,9 - 107 . £24310°°
B(t+ At) =2 B(t)

By A0 Z 9. By et | By Berechnen der Nullstelle mithilfe des Newton-Verfahrens:
ert'erAt:2'ert |:ert (crt>0)

e"At =92 | logarithmieren

rAt=In2
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Erlduterung: Nullstellen

Der Ansatz um die Nullstellen (die Schnittpunkte einer Funktion mit der x-Achse)
zu bestimmen, lautet stets:

f(@)=0

Die Gleichung muss anschliefend nach x aufgelost werden.

N(t)— B(t) =0

2,5-107 -+ +2,0-10° — 0,9 - 107 . £>43107% — ¢

Erlduterung: Newtonsche Iterationsformel

Newtonsche Iterationsformel zur ndherungsweisen Berechnung von Nullstellen:

2 - f(-/fn)

n+1 n f/(xn)
) ) ) . o I (o)
Fiir den ersten Schritt, mit Startwert z¢, gilt somit: z; = xg — P(zo)
Zo

Erste Ableitung bilden:
(N(t) = B(t)) =2,5-10" —0,9-10° - 9,43 - 1073 . £243:107%

Berechnung des ersten Ndherungsschrittes mit dem Startwert ¢ty = 210:

N(to) — B(to)

lrg=to— ———~——
(N(to) — B(to))’
N(210) — B(21
trg =210 — _N(210) - B(210) ;
(N(210) — B(210))
9y 2:5°107-210+2,0-107 0,9 10°- 943:1075:210
B 2,5-107 - 0,9-10%-9,43 - 1073 - 9431072210
~ 230

Berechnen des Kalenderjahres:

1800 + 230 = 2030
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Im Jahr 2030 werden nach diesen Berechnungen die Nahrungsmittel nicht mehr fiir die ge-
samte Bevolkerung ausreichen.

© Abiturloesung.de



