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Fachabitur 2011 Mathematik T Geometrie B II

In einem kartesischen Koordinatensystem des R® sind die Punkte P(1;0;0), Q(0;1;0),
R(0;0;1) und Sk(k;k; k) mit k € R gegeben.

Teilaufgabe 1.1 (6 BE)

Berechnen Sie die Werte des Parameters k fiir die die gegebenen Punkte eine dreiseitige
Pyramide aufspannen.

Teilaufgabe 1.2 (6 BE)

Bestimmen Sie, fiir welche Werte des Parameters &k die Pyramide ein reguléres Tetraeder,
also eine gleichseitige Pyramide ist.

Methan CHy ist eine Kohlenstoffwasserverbindung. Das Molekiil hat die Form eines reguléren
Tetraeders, in dessen Ecken sich die H-Atome befinden. Das C-Atom liegt im Punkt C',
gleich weit von allen H-Atomen entfernt. Der Punkt C' teilt die Hohen des Tetraeders im
Verhéltnis 3 : 1. Die Ecken des Tetraeders, also die Lage der H-Atome, seien die Punkte aus
Aufgabe 1 mit k=1, also P(1;0;0), Q(0;1;0), R(0;0;1) und S;(1;1;1).

Teilaufgabe 2.1 (3 BE)

Die Punkte P, @ und S; liegen in einer Ebene F'. Bestimmen Sie eine Gleichung dieser
Ebene in Koordinatenform.
[Mégliches Ergebnis: F : 21 +z9 — 23— 1=0]

Teilaufgabe 2.2 (3 BE)

Bestimmen Sie das Volumen des Tetraeders P Q) S1 R.

Teilaufgabe 2.3 (4 BE)

Der Punkt T ist der FuBpunkt des vom Punkt R auf die Ebene F' gefillten Lotes.
Berechnen Sie die Koordinaten des Punktes 7.

2 2
Ergebnis: T | -5 -5 =
[Ergebnis <3,3,3 ]
Teilaufgabe 2.4 (4 BE)

Berechnen Sie die Koordinaten des C-Atoms.

11
[Ergebnis: C <§§,§ ]
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Teilaufgabe 2.5 (4 BE)

Bestimmen Sie den Winkel ¢ zwischen zwei C-H-Bindungen, also z.B. den Winkel
PCS;.
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Loésung

Teilaufgabe 1.1 (6 BE)

In einem kartesischen Koordinatensystem des R? sind die Punkte P(1;0;0), Q(0;1;0),
R(0;0;1) und Sk(k; k; k) mit k € R gegeben.

Berechnen Sie die Werte des Parameters k fiir die die gegebenen Punkte eine dreiseitige
Pyramide aufspannen.

Losung zu Teilaufgabe 1.1

Ebene aus dret Punkte

PQ RSy ist eine dreiseitige Pyramide, wenn nicht alle 4 Punkte in einer Ebene liegen.

= Sj darf nicht in der von den Punkt P, ) und R aufgespannten Ebene E liegen.

Richtungsvektoren der Ebene E bestimmen:

0 1 -1
PO=00-0P=( 1|0 ]|=(1
0 0 0

0 1 -1
Pe=0k-0P=[0|-[o0o]=] o
1 0 1

Normalenvektor n_)E der Ebene bestimmen:

Erlduterung: Vektorprodukt

— —
Das Kreuzprodukt @ x b zweier Vektoren @ und b ist ein Vektor 77, der
senkrecht auf der von beiden Vektoren aufgespannte Ebene steht.

Fiir die komponentenweise Berechnung gilt:

ay by asz - bz —az- by
- =
ax b= az X bg = ag'bl—ll1~b3
as 53 al'bg—az-bl
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1 1

:>n77:

1 1 1
F@xﬁﬁ_.(l < o =1
0
1
1
1

Erlduterung: Normalenform einer Ebene

Zum Aufstellen der Normalenform einer Ebene werden nur der Normalenvektor
und ein Punkt P aus der Ebene (Aufpunkt) benétigt.

E:?o@:?on‘ﬁ

Hier (P ist Aufpunkt):

1 1 1
E:}o 1 = 0 ]o 1 = r1+ar2+a3=1
1 0 1

Parameterwerte ermitteln

Koordinaten von S in E einsetzen:

k+k+k—1=0

1
Fir k= 3 liegen die Punkte P, @, R und Sy in einer Ebene E.

1
= Fir k ER\{g} spannen die Punkte P, @, R und Sy eine dreiseitige Pyramide
auf.

Teilaufgabe 1.2 (6 BE)

Bestimmen Sie, fiir welche Werte des Parameters k die Pyramide ein reguléres Tetraeder,
also eine gleichseitige Pyramide ist.
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Losung zu Teilaufgabe 1.2
Erlduterung: Reguldres Tetraeder

Lénge eines Vektors . L o . .
Ein Reguldres Tetraeder ist eine dreiseitige Pyramide, bei der alle sechs Kantenléin-

gen gleich grof sind.

Die Grundfliche und jede Seitenfliche sind somit ein ein gleichseitiges Drei-

eck.

Q(o1]0)

ksh 4

P(1l0]0)

0 1 Fiir ein Tetraeder muss gelten:

Erlduterung: Regulires Tetraeder

In einem reguléres Tetraeder sind alle Seiten gleich lang. Es gilt also:
ey S L
[PQ| = [PR| = Q7| - |P5] - [o5i] - |

Da die Punkte P, @ und R festgelegt sind und diese Bedingung bereits er-
filllen und alle Punkte Sj auf der Geraden g gleich weit von den Punkten P, @
und R entfernt sind, reicht folgende Bedingung aus:

el - s
-1
175 = 1 (siche Aufgabe 1.1)
L k 1 k-1
PS5 =08-0P=[k|-[0]|={ &
k 0 k
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Léngen der Vektoren berechnen: ko = 2-4 = 1
6 3
Erlduterung: Betrag eines Vektors
ay
Die Léinge (bzw. der Betrag) |@| eines Vektors @ = [ ay ist gegeben durch: Teilaufgabe 2.1 (3 BE)
as

Methan CHy ist eine Kohlenstoffwasserverbindung. Das Molekiil hat die Form eines re-
ay 2 guldren Tetraeders, in dessen Ecken sich die H-Atome befinden. Das C-Atom liegt im
\7\ = as =/a? +a} + a2 Punkt C', gleich weit von allen H-Atomen entfernt. Der Punkt C' teilt die Hohen des Te-
as traeders im Verhéltnis 3 : 1. Die Ecken des Tetraeders, also die Lage der H-Atome, seien
die Punkte aus Aufgabe 1 mit £ =1, also P(1;0;0), Q(0;1;0), R(0;0;1) und Sq(1;1;1).

0
Fiir den Richtungsvektor der z; zo-Ebene ﬁ? =1 0 gilt z.B:
1 Die Punkte P, @ und S; liegen in einer Ebene F'. Bestimmen Sie eine Gleichung dieser
\/ﬁ Ebene in Koordinatenform.
Ingl = V02 +02+12=1 [Mbgliches Ergebnis: F : 21 + 22 — 23 —1=0]
Losung zu Teilaufgabe 2.1
’175‘ = V(=12 + 12402 = V2
Ebene aus dret Punkte
2 2 2 2
’PSk’ =\ (k=1 + R+ k2 =3k — 2k + 1
-1
ﬁ = 1 (siehe Aufgabe 1.1)
Seitenléngen gleichsetzen: 0
0
— s
’ﬁ‘ - ‘P Sk’ PS =11 (siehe Aufgabe 1.2)
1
= \/3k2 — 2k s
V2 =1/3k2—2k+1 ]76 und P S; sind Richtungsvektoren der Ebene.
_ 1.2
2=3k" -2k +1 P sei der Aufpunkt der Ebene.
3k?—2k—1=0
FEbenengleichung in Normalenform
Erlauterung: Mitternachtsformel - Losungsformel fir quadratische Gleichungen Normalenvektor 777 der Ebene bestimmen:

Die Losungen zu einer Gleichung der Form ax?+bx + ¢ =0 lauten stets:

b+ Vb2 —4dac
T2 =—fFf ——
’ 2a

Lo T(DEYED 43 24
12 2-3 T 6
244

k1 6

1

Fachabitur Bayern 2011 T Geometrie B IT © Abiturloesung.de



Seite 9 Abiturloesung.de - Abituraufgaben

Erlduterung: Vektorprodukt

— —
Das Vektorprodukt (Kreuzprodukt) @ x b zweier Vektoren @ und b ist ein
Vektor 7 , der senkrecht auf der von beiden Vektoren aufgespannten Ebene steht.

Fiir die komponentenweise Berechnung gilt:

N al b] a2-b37(l3~b2
7><b: as X b2 = a3-b17a1~b3
as b3 ay-by —ay-b

-1 0 1

F@xPSlz 1 X 1 = 1

0 1 -1

= ngp =
-1

Ebenengleichung in Normalenform bestimmen:

Erlduterung: Normalenform einer Ebene

Zum Aufstellen der Normalenform einer Ebene werden nur der Normalenvektor
und ein Punkt P aus der Ebene (Aufpunkt) benétigt.

E:}on_)E:?o@

Hier (P ist Aufpunkt):

1 1
F:?O 1 = 0 o 1 < T1+ a2 —x3=1
-1 0 -1

Teilaufgabe 2.2 (3 BE)

Bestimmen Sie das Volumen des Tetraeders P Q S1 R.
Losung zu Teilaufgabe 2.2

Volumen einer Pyramide
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http://www.abiturloesung.de/ Seite 10

—
Der Tetraeder wird von den Vektoren Fé, Fﬁ und P S; aufgespannt.

-1

PAQ = 1 (siehe Aufgabe 1.1)
0
-1

Ph= 0 (siehe Aufgabe 1.1)
1
0

PSS = 1 (siehe Aufgabe 1.2)
1

Berechnung des Tetraedervolumens:

Erlduterung: Volumen einer Pyramide, Volumen eines Spats (Spatprodukt)

N
Das Volumen einer (dreiseitigen) Pyramide, die durch die Vektoren 7, b, und

Kt festgelegt wird, ist gegeben durch die Formel:

v=llao(Fx7)

o= - P (PR 75

1 -1 -1 0
:g- 1 o 0 X 1
0 1 1
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221
[Ergebnis: T <§,§§> ]

Erlduterung: Vektorprodukt

— —
Das Vektorprodukt (Kreuzprodukt) @ x b zweier Vektoren @ und b ist ein Losung zu Teilaufgabe 2.3
Vektor 7 , der senkrecht auf der von beiden Vektoren aufgespannten Ebene steht.
Lotfufpunkt auf eine Ebene
Fiir die komponentenweise Berechnung gilt:

N a by ag-b3 —az- by
Axb=|a | x| b =] azs-b1—ar-b3 1 R
as b3 al-bzfaz'bl
1
In diesem Fall ist:
D 7
-1 0 0-1-1-1 -1 e 2\ ;’
0 |x|1])=(10-¢-11]=[1 y T y
1 (=1)-1-0-0 -1 4 <7
L - - - =g —_—_ =7
1 -1 -1
— 5 1 o 1 Lotgerade [ durch R und senkrecht zu F': x; + x9 — x3 = 1 aufstellen:
0 -1

Erlduterung: Lotgerade auf einer Ebene

Erlauterung: Skalarprodukt Eine Gerade [ ist durch einen Ortsvektor ﬁ und einen Richtungsvektor o

[ N by eindeutig bestimmt:
Das Skalarprodukt zweier Vektoren =1 a und b = | be ist folgen-
a by 1:X=P+A-7 ,AcR

dermafien definiert:
Die Lotgerade [ geht durch den Punkt R wund steht senkrecht zur Ebene

N @ b1 F. Der Ortsvektor des Aufpunkts ist somit OA}_)E und der Richtungsvektor ist gleich
dob =1\ a |o 22 =a1br +azby +azbs dem Normalenvektor der Ebene 1z, da dieser senkrecht zur Ebene F steht.
as 3
1:X=0Fk+\@f ,AeR
1
=—-|(-1)-(-1)+1-1+0-(-1)]
6 0 1
:l.|2|:1 l:?: 0| +A- 1
6 3 1 -1

Lotgerade [ mit Ebene F' schneiden: [N F

Teilaufgabe 2.3 (4 BE)

Der Punkt T ist der FuBlpunkt des vom Punkt R auf die Ebene F gefillten Lotes.
Berechnen Sie die Koordinaten des Punktes 7.
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Erlduterung: Schnitt Ebene und Gerade

Schneidet eine Gerade g : 7 = ﬁ+/\<7 eine Ebene FE in einem Punkt P,
dann erfiillt die Geradengleichung fiir ein bestimmten Wert von A (von g¢) die

Normalenform der Ebene E.

Man setzt g in EV ein und 16st nach A auf.

Hier wird also  in FV ecingesetzt und nach A aufgelost.

A+A—(1-N)=1
3A=2

A=3

2
A= 3 in [ einsetzen und Lotfupunkt 7' bestimmen:

0T =

221
T (212
- <3‘33>

[}
+
|
[~
—
Il
CES SN

Teilaufgabe 2.4 (4 BE)

Berechnen Sie dlie %(olordinaten des C-Atoms.
Ergebnis: —=;=

[Ergebnis: C (2,2,2> ]
Losung zu Teilaufgabe 2.4

Koordinaten von Punkten ermitteln

C' teilt die Hohen im Verhéltnis 1:3  (siehe Angabe 2.0)

0C =0T+ Th

Berechnung des Vektors T—é:
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0 2 -2
th-of-ot- (o |- 3]-(-]
1 3 3
Berechnung des Vektors 58 :
2 _2 1
1 8 i
T I T A O
S N i
3 3 2

1,11
= ¢ (5‘5‘5)

Teilaufgabe 2.5 (4 BE)

Bestimmen Sie den Winkel ¢ zwischen zwei C-H-Bindungen, also z.B. den Winkel

PCS;.

Losung zu Teilaufgabe 2.5

Winkel zwischen zwei Vektoren

S

CS,
c CP

Vektoren ﬁ und C—Sl) bestimmen:
() [
cP=0P-0C=|o|-|1]=[-
0 7 _i
2 2
1 1
05 =08 -0C=|1 % - %
1 2 3
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Winkel ¢ bestimmen:

Erlduterung: Winkel zwischen zwei Vektoren

s
Aus der allgemeinen Definition des Skalarproduktes zweier Vektoren @ und b

'20?:47|¢?ycm4(7[?)
——

[e3
folgt fiir den Winkel « zwischen den beiden Vektoren:
—
dob
o= ——
@[5

(Formel zur Winkelberechnung zwischen 2 Vektoren)

cos CPoCs,
EERBEE]
()
_1 I
1)\t
cosp = 12 21
I " :
ERIRIE
_1I 1
2 2

Erlauterung: Skalarprodukt

a by
—
Das Skalarprodukt zweier Vektoren q = as und b = by ist folgen-
as b3

dermaflen definiert:

N al b1
dob=|a |of| by | =aibi +asbs+asbs
as b3
1 1 1 1 1 1
= ,+ —_—— ,,+ —_—— R 3
cosp =22 g 2) 2 (1 2) 2
3 <2)
_1 . 1
2 2
_1 1
2 2
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Erlduterung: Betrag eines Vektors
ay
Die Linge (bzw. der Betrag) | @ | eines Vektors @ = [ ao ist gegeben durch:
ag
2
a1
|d| = az | =+/a}+a3+ad}
as
0
Fiir den Richtungsvektor der z7 z9-Ebene n'b) = 0 gilt z.B:
1

[nB| = V02 +02+12=1

1
1
cosp =
2 2 2 2 2 2
VO + 07+ 0@+ (57 + ()
_1 _1
cosp = —= 4 t:%:fé
RVE
= Lp:cos’l< %>z109,470
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