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Gegeben ist die Funktion ¢ :z — In (4 - xz) mit maximalem Definitionsbereich D, . Der
Graph von g wird mit G, bezeichnet.

Teilaufgabe la (7 BE)

Zeigen Sie, dass Dy =] — 2;2[ gilt, und geben Sie das Symmetrieverhalten von G, an.
Bestimmen Sie die Nullstellen von g sowie das Verhalten von g an den Réndern von D, .

Teilaufgabe 1b (5 BE)

Untersuchen Sie das Monotonieverhalten von ¢ und bestimmen Sie Lage und Art des
Extrempunkts von Gy .

Teilaufgabe 1c (2 BE)

Skizzieren Sie G, unter Beriicksichtigung der bisherigen Ergebnisse in einem Koordinaten-
system.
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Gegeben ist die in R definierte Funktion f: @+ —32% 4 622 + 3z — 6, die die Nullstellen
1, =1 und 2 besitzt. Die Abbildung zeigt den Graphen Gy von f.

Teilaufgabe 2a (5 BE)

Die Tangente ¢ an Gy im Punkt (1]0) legt mit den Koordinatenachsen im IV. Quadranten
ein Dreieck fest. Berechnen Sie dessen Flécheninhalt A.
[Ergebnis: A = 3]

Teilaufgabe 2b (7 BE)

Berechnen Sie die Inhalte der beiden Flichenstiicke, die Gy mit der 2-Achse einschliefit.
[Ergebnis: Flicheninhalte: 8 und 1,25]

xT
Betrachtet wird nun die in R definierte Integralfunktion F:x +— / f(t)dt. Der Graph von

1
F wird mit G bezeichnet.
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Teilaufgabe 2c (4 BE)

Begriinden Sie mit Hilfe der bisherigen Ergebnisse ohne Verwendung einer integralfreien
Darstellung von F', dass F' genau eine Nullstelle hat.

Teilaufgabe 2d (5 BE)

Welche Funktionswerte von F lassen sich aus den in Teilaufgabe 2b berechneten Flichen-
inhalten ermitteln? Geben Sie Lage und Art der Extrempunkte von G an.

Teilaufgabe 2e (5 BE)

Ermitteln Sie unter Verwendung des in Teilaufgabe 2a berechneten Flicheninhalts A einen
Néherungswert fiir F'(0). Skizzieren Sie G in der Abbildung zu Aufgabe 2 unter Beriick-
sichtigung der bisherigen Ergebnisse.
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Loésung

Teilaufgabe 1a (7 BE)

Gegeben ist die Funktion g:z+ In (4 —2?) mit maximalem Definitionsbereich D, .
Der Graph von g wird mit Gy bezeichnet.

Zeigen Sie, dass Dy =] — 2;2[ gilt, und geben Sie das Symmetrieverhalten von G, an.
Bestimmen Sie die Nullstellen von ¢ sowie das Verhalten von g an den Réndern von
Dy.

Losung zu Teilaufgabe 1a

Definitionsbereich bestimmen

g(z) =In (4 - 2?)

Erlduterung: Definitionsbereich der Logarithmusfunktion

g(x) ist eine Logarithmusfunktion des Typs In(h(z)).

Die In-Funktion ist nur fiir positive Werte in ihrem Argument definiert.
Somit gilt fir die Argumentfunktion h(z) > 0.

In diesem Fall: 4 — 22 >0

4-22>0
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Nullstellen bestimmen:
Erlduterung:

4—22=0 — =4 =  ma=+Vi=+2 Erlduterung: Nullstellen

Der Ansatz um die Nullstellen (die Schnittpunkte einer Funktion mit der x-Achse)
zu bestimmen, lautet stets:

J(@)=0

Die Gleichung muss anschlieflend nach z aufgelost werden.

g(z) =0 — In (471’2):0

Erlduterung: Nullstellen einer Logarithmusfunktion

Da Inl=0, nimmt die Logarithmusfunktion In (4 — 2%) den Wert Null an, wenn

Der Graph der Funktion 4 — 22 ist eine nach unten gedffnete Parabel. Sie hat pos- das Argument 4 — 2% =1 ist.

itive Funktionswerte zwischen ihren Nullstellen 27 = —2 und z9 = 2.
= —2<r<?2

= Dy=]-2;2[

= 2, =+V3
Symmetrieverhalten einer Funktion

Verhalten der Funktion an den Rdndern des Definitionsbereichs
Symmetrie bestimmen:

Die Rénder des Definitionsbereichs sind z = —2 und =z = 2.

Erlduterung: Symmetrieverhalten

Man ermittelt zunéchst g(—z) und vergleicht dann. Es gilt:
G, ist achsensymmetrisch zur y-Achse wenn gilt: g(—z) = g(z)

G, ist punktsymmetrisch zum Ursprung wenn gilt: g(—z) = —g(z)

g(~z)=In (4 . (795)2) =In (4—22) = g(x)

= Gy ist achsensymmetrisch zum zur y-Achse.

Nullstellen einer Funktion
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!’
¢ (z) = [In (4—2%)]
Erlduterung: Linksseitiger/Rechtsseitiger Grenzwert

Ist der Rand des Definitionsbereich eine Definitionsliicke, also eine Stelle zg

X Erlduterung: Kettenregel der Differenzialrechnung
die nicht zum Definitionsbereich gehort (Stichwort: offenes Intervall), so miissen

folgende Grenzwerte gebildet werden: Kettenregel:
lim+f(l') (rechtsseitiger Grenzwert) , wenn zo am linken Rand liegt f(z) =u(v(x)) = f(z)=1d(v(x)) V' (2)
IL'*)IL'O
(2.B. Jwo; +o0]) Formel fiir Logarithmusfunktionen:
lim f(z linksseitiger Grenzwert) , wenn zp am rechten Rand liegt 1
S () Uinkeselti ) enn o ; ) = (@) > ['0) =~ /(0
(2.B.] — o0;20])
Beim rechtsseitigen Grenzwert nédhert man sich der Definitionsliicke xy von 1
/() —
rechts. g (z) = 1—a22 (—2z)
-2
Beim linksseitigen Grenzwert ndhert man sich der Definitionsliicke zp von g'(x) = x2
links. -
Grenzwert gegen = —2% (Anniherung von rechts an —2): Priifen fiir welche Werte die erste Ableitung positiv bzw. negativ ist:
lim In (4 - zz) = —00 Zéhler:  —-2x>0 = <0
z=—2T e —
—0t
Erlduterung:
Grenzwert gegen x =2~ (Annédherung von links an 2): Die Funktion 4 — 2 ist positiv im Definitionsbereich Dy, siche dazu Teilaufgabe
la.
lim In (4 - zz) = —00
T2 e —
e Nenner: 4 —2? >0 fir 2 € Dy =] — 2;2]
Erlduterung:

Teilaufgabe 1b (5 BE
g ( ) Die erste Ableitung ist ein Bruch.
Untersuchen Sie das Monotonieverhalten von ¢ und bestimmen Sie Lage und Art des
Extrempunkts von G| . Ein Bruch ist positiv. wenn Z#hler und Nenner entweder beide positiv oder
) 3 -3
beide negativ sind (z.B. = > 0 oder — > 0).

Loésung zu Teilaufgabe 1b 2 -
Ein Bruch ist negativ wenn Zihler und Nenner verschiedenes Vorzeichen haben

X . . —3 3
Monotonieverhalten einer Funktion (2.B. — < 0 oder 5 <0)

Erste Ableitung bilden:
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g'(z) >0 fiir x €] —2;0[

g'(z) <0 fiir z €)0;2[

Erlduterung: Monotonieverhalten einer Funktion

Fiir stetige Funktionen besteht eine Beziehung zwischen Monotonie und Ableitung,
da die Ableitung die Steigung der Funktion angibt.

Es gilt:
f'(x) > 0: Die Funktion steigt in diesem Bereich streng monoton.

f'(z) < 0: Die Funktion fillt in diesem Bereich streng monoton.

= g ist streng monoton steigend fiir = €] —2;0(
= g ist streng monoton fallend fiir x €]0;2[
Art von Extrempunkten ermitteln

Erste Ableitung gleich Null setzen:

Erlduterung: Notwendige Bedingung

Folgende notwendige Bedingung muss fiir ein Extrempunkt an der Stelle 2 erfiillt
sein:

f (_LE) =0, daher immer der Ansatz:  f'(z) =0
—2x

'
J(x)=0 — 47x2:0

Erlduterung: Bruch gleich Null setzen

Ein Bruch ist dann gleich Null, wenn der Zéhler gleich Null ist.
Zu beachten ist dabei, dass die Nullstelle des Zahlers nicht gleich sein darf wie die
Nullstelle des Nenners (hebbare Liicke).

—2x =0

=2f=0
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Vorzeichenwechsel der ersten Ableitung von (+) nach (=) an der Stelle 2 =0

Erlduterung: Art eines Extremums

Die Art eines Extrempunkts wird durch das Vorzeichen der Ableitung bestimmt:
Ist f (TE ) =0 und liegt ein Vorzeichenwechsel der ersten Ableitung von
(+) nach (—) an der Stelle 2¥ vor, so hat der Graph der Funktion an dieser Stelle
einen Hochpunkt (Maximum).

Ist f (:rE ) =0 und liegt ein Vorzeichenwechsel der ersten Ableitung von

(=) nach (+) an der Stelle 2 vor, so hat der Graph der Funktion an dieser Stelle
einen Tiefpunkt (Minimum).

Gy hat an der Stelle ¥ =0 einen Hochpunkt.

y? = f (2P) = f(0) = In4

= E(0/ln4) Hochpunkt

Teilaufgabe 1c (2 BE)

Skizzieren Sie Gy unter Beriicksichtigung der bisherigen Ergebnisse in einem Koordi-
natensystem.

Losung zu Teilaufgabe 1c

Skizze
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Die Tangente ¢ an Gy im Punkt (1|0) legt mit den Koordinatenachsen im IV. Quadranten
ein Dreieck fest. Berechnen Sie dessen Flicheninhalt A.
Teilaufgabe 2a (5 BE) [Ergebnis: A = 3]

Gegeben ist die in R definierte Funktion f:x +— —32® 4+ 622 + 3z — 6, die die Null-

Losung zu Teilaufgabe 2a
stellen 1, —1 und 2 besitzt. Die Abbildung zeigt den Graphen Gy von f.

Tangentengleichung ermitteln
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y A t(x)

'
Quadrant

flz)=—32"+62°+32 -6
Erste Ableitung bilden:

fl(z)=—922 + 12043

Gleichung der Tangente t(z) an der Stelle 29 = 1 bestimmen:
Werte bestimmen:

x9g =1

flxo)=f(1)=-346+3-6=0

fllxo)=f(1)=-94+124+3=6

t(z) = (x — mo) - f'(w0) + f(x0)  (Formel fiir die Tangentengleichung)
t(z)=(x—1)-6+0
= tx)=62—-6

Flicheninhalt eines Dreiecks
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Hohe h des Dreiecks bestimmen:

Erlduterung:

Die Hohe des Dreiecks entspricht dem Schnittpunkt der Tangente mit der y-Achse,
sprich ¢(0).
Die Grundseite entspricht dem Schnittpunkt der Tangente mit der z-Achse.

t0)=6-0-6=-6 = h=6

Dreiecksfliche bestimmen:

1
A=5-1-6=3

Teilaufgabe 2b (7 BE)

Berechnen Sie die Inhalte der beiden Flichenstiicke, die Gy mit der z-Achse einschliefit.
[Ergebnis: Flicheninhalte: 8 und 1,25]

Losung zu Teilaufgabe 2b

Fldchenberechnung
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Erlduterung: Bestimmtes Integral

1
Das bestimmte Integral / f(x)dx ist gleich der Fliche A;, die der Graph Gy mit
Z1

der x-Achse zwischen —1 und 1 einschlief3t.

Da die Fliache A; unterhalb der z-Achse liegt, ist der Wert des Integrals
negativ. Deswegen wird noch ein Minuszeichen davor gesetzt.

1
Andere Schreibweisen fiir A;: /f(x)dac
“1

Integrationsgrenzen)

Inhalt A; bestimmen:

1
A = —/f(x)d.r,
21
1
A = 7/ (7313+6x2+3x76) dx

-1

—1
oder auch / f(z)dz (vertauschte
1

http://www.abiturloesung.de/

Seite 16

Abitur Bayern 2011 GK Infinitesimalrechnung II

Erlduterung: Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

Ist F' eine Stammfunktion von f,
b.
[ 1@z = F @] = F) - F

Die Stammfunktion einer Potenzfu

dann ist F' = f und es gilt:

nktion 2" ist Z"

n+1

1

|3 ai03.3 2
Ay = |:4L + 2z +2-L 6z »
3 3 3 3
A = —|(-24242-6)-(-2-242
1 [( Tt2+s 6) <4 +2+6>}
—8
= A1:8
A
Gr| %]
24 AZ
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Inhalt As bestimmen:

2
Ay = /f(z)dz
1
2
P /(73x3+6x2+3w76) dx
1
3 3 2
Ay = |=Zat 42284 a6
9 [ 41: + 2z +29: 6x )
3 3
Ay = | (F1241646-12)— ({4245 -6
5
4
5
> A=2=12

Teilaufgabe 2c (4 BE)

Betrachtet wird nun die in R definierte Integralfunktion F':z +— / f(t)dt. Der Graph

von F wird mit G bezeichnet.

-1

Begriinden Sie mit Hilfe der bisherigen Ergebnisse ohne Verwendung einer integralfreien

Darstellung von F', dass F' genau eine Nullstelle hat

Losung zu Teilaufgabe 2c

Eigenschaften der Integralfunktion

F hat fiir = —1 eine Nullstelle (Integrationsanfang).

7f(t)dt =0

F besitzt genau eine Nullstelle, da der Graph von f(z)

fiir x > 2 keine weitere Fliache mit

der x-Achse einschliefit die oberhalb der x-Achse liegt. Somit gibt es keine weitere positive
Fliche (auler die zwischen 1 und 2) die der negativen Fliche, zwischen -1 und 1, entgegenwirkt

(Flichenbilanz).
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2 >0

B J

<0 <0

Aus Teilaufgabe 2b folgt fur « > 2:

x

i 1 2 a
/f(t)dt:Lf(t)dt+1f(t)dt+lf(t)dt<o

-8 1,25 <0

Teilaufgabe 2d (5 BE)

Welche Funktionswerte von F' lassen sich aus den in Teilaufgabe 2b berechneten Fliachen-

inhalten ermitteln? Geben Sie Lage und Art der Extrempunkte von G an.

Losung zu Teilaufgabe 2d

Funktionswerte der Integralfunktion angeben

Funktionswert F(1):

1

[roai=—s = ruy--s
“1

Funktionswert F(2):
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2 1 2
fOydt= [ f@)dt+ [ ft)dt=-8+1,25 = F(2)=-6,75
Jrom Jrosee |

Eigenschaften der Integralfunktion

y &
Gr

Erlduterung: Ableitung der Integralfunktion

Nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung ist die Ableitung der
Integralfunktion (hier F') gleich der Integrandenfunktion (hier f).

F=f

Erlduterung:

Das Vorzeichen der ersten Ableitung F’ entspricht dem Vorzeichen der Funktion

f.
Wo f positiv bzw. negativ ist, kann am Funktionsgraphen abgelesen werden. Die
Nullstellen sind aus Teilaufgabe 2a bekannt.

F'=f>0 fir € —o0—1[und z€]1;2]
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F'=f=0 fiir r=-1,z=1und z=2

F'=f<0 fir € -1;1[und z€]2;500]

Erlduterung: Vorzeichenwechsel

An der Stelle x = —1 und = = 2 liegt ein Vorzeichenwechsel von “ +“ nach “ —* vor.

An der Stelle z =1 liegt ein Vorzeichenwechsel von “ —* nach “ +“ vor.

= F hat an der Stelle z = —1 und z = 2 Hochpunkte.

= F hat an der Stelle x =1 ein Tiefpunkt.
-1
F(-1)= /f(t)dt =0 = (—1|0) Hochpunkt
“1
1
F(1) = /f(t)dt =-8 = (1] —8) Tiefpunkt
21

2
F(2) = /f(t)dt =-8+1,25=-6,75 = (2| —6,75) Hochpunkt
1

Teilaufgabe 2e (5 BE)

Ermitteln Sie unter Verwendung des in Teilaufgabe 2a berechneten Flacheninhalts A
einen Niherungswert fiir F'(0). Skizzieren Sie Gp in der Abbildung zu Aufgabe 2 unter
Beriicksichtigung der bisherigen Ergebnisse.

Losung zu Teilaufgabe 2e

Flichenberechnung
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Apreisctc = 3

Aus den vorherigen Teilaufgaben ist bekannt:

]'f(t)dt -

ADreieck = 3

Es folgt damit:
0

F(0) = /f(t)dt ~—-84+3=-5
21

Skizze
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Erlduterung: Figenschaften der Integralfunktion

Um Gp skizzieren zu konnen ist es notwendig den Zusammenhang zwischen F

und f zu kennen:

wof..

ist F...

oberhalb der x-achse verlauft

unterhalb der x-2chse verlauft

streng monoton steigend

streng manoton fallend

streng monoton steigt

streng monoton fallt

linksgekrimmt

rechtsgekrimmt

Daraus ergeben sich weitere Zusammenhénge:

f besitzt |

F besitzt

eine Mullstelle mit W2W +f -
eine Mullstelle mit VOW -f+
doppelte Mullstelle
Extrema (Min. oder Max)

Maximum / Hochpunkt
Minimum / Tiefpunkt
Terrassenpunlkt

wendepunkt
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