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Abitur 2011 G9 Abitur Mathematik GK Geometrie V

In einem kartesischen Koordinatensystem sind die Punkte A(3/0|0), B(0]3]0), C(—3| — 3|0)
und S(0|0[6) gegeben.

Teilaufgabe 1a (7 BE)

Das Dreieck A BC' liegt in der z7z9-Ebene. Zeichnen Sie das Dreieck in ein zweidi-
mensionales Koordinatensystem (vgl. Abbildung) ein. Weisen Sie nach, dass das Dreieck
gleichschenklig ist, und bestimmen Sie seinen Flicheninhalt.

1

[Teilergebnis: Flicheninhalt: 13,5]

Teilaufgabe 1b (5 BE)

Die Punkte A, B und S legen die Ebene E fest. Ermitteln Sie eine Gleichung von E
in Normalenform.

[mogliches Ergebnis: E : 2x1 4+ 222 + 23 —6 = 0]

Teilaufgabe 1c (3 BE)
Berechnen Sie den Abstand d des Punkts C' von der Ebene E.

[Ergebnis: d = 6]

Die Punkte A, B,C und S sind die Eckpunkte einer dreiseitigen Pyramide.

In einem Gelédndemodell stellt die Pyramide einen Berg mit Gipfel S dar; das Dreieck C' A S
bildet die Siidseite, der Rand des Dreiecks A BC' den Fufl des Bergs. Der Berg soll, ausgehend
von seinem Fuf}, auf einer geraden Linie bestiegen werden.

Teilaufgabe 2a (4 BE)
Wo muss gestartet werden, damit der Weg zum Gipfel im Geldndemodell einen méglichst

kleinen Neigungswinkel gegen die z; z2-Ebene hat? Begriinden Sie Ihre Antwort. Berech-
nen Sie die Linge des zugehorigen Wegs im Modell.
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Teilaufgabe 2b (8 BE)

An welchem Punkt muss gestartet werden, wenn der geradlinige Weg zum Gipfel auf der
Stidseite verlaufen und moglichst kurz sein soll?
Bestimmen Sie im Geléndemodell die Koordinaten dieses Punkts sowie den Neigungswinkel
¢ des zugehorigen Wegs gegen die x1 x9-Ebene.

Teilaufgabe 3a (2 BE)

Berechnen Sie das Volumen der Pyramide ABC'S'.

Teilaufgabe 3b (3 BE)
Begriinden Sie ohne weitere Rechnung, dass die Fliacheninhalte der Dreiecke A BC und
ABS gleich grof sind.

Teilaufgabe 3c (4 BE)

Die Ebene F' enthilt den Mittelpunkt der Strecke [AS] und ist parallel zur z; 22-Ebene.
Bestimmen Sie den Inhalt des Fliachenstiicks, in dem sich die Pyramide und die Ebene F'
schneiden; begriinden Sie Thr Vorgehen.

Teilaufgabe 3d (4 BE)

Ermitteln Sie die Gleichung einer Geraden, die parallel zur Ebene E verlduft und von
dieser den Abstand 3 hat.
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L('jsung Vektoren CT;)! und 5§ bestimmen:
3 -3 6
CA=A-CT=[o |- 3]=|3
0 0 0
Teilaufgabe 1a (7 BE) 0 _3 3
In einem kartesischen Koordinatensystem sind die Punkte A(3[0]0), B(0]3|0), C(—3| — 3|0) CB=B-C=|3|-(-3|=(¢
0 0 0
und S(0]0]6) gegeben.
Linge der Vektoren bestimmen:
Das Dreieck ABC liegt in der x; xo-Ebene. Zeichnen Sie das Dreieck in ein zweidi-
mensionales Koordinatensystem (vgl. Abbildung) ein. Weisen Sie nach, dass das Dreieck
gleichschenklig ist, und bestimmen Sie seinen Flicheninhalt. Erléuterung: Betrag eines Vektors
ai
X3 Die Lénge (bzw. der Betrag) | @| cines Vektors @ = | ao ist gegeben durch:
as

2
Xy 5 ay
|d| = as =/a? + a3 + a?
as

=V62+32+02 = V45 =3V5

[Teilergebnis: Flicheninhalt: 13,5]

Losung zu Teilaufgabe 1a

Skizze

El

Q

ol

Il
I
OOwWw O wo

= V3 1+624+02=V45=3V5

2
El

Erlauterung: Gleichschenkliges Dreieck

w

Ein Dreieck ist genau dann gleichschenklig, wenn zwei Seiten gleich lang sind.

= Das Dreieck A B C ist gleichschenklig.

-3

Flicheninhalt eines Dreiecks

Flicheninhalt des Dreiecks A BC' bestimmen:

Linge eines Vektors
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Erlduterung: Fldcheninhalt eines Dreiecks

Der Flicheninhalt A eines beliebigen Dreiecks A B C' ist gegeben durch:

A= % ‘ ﬁ X ﬁ ‘

Bemerkung:

Die Vektoren E und /Té stehen repriisentativ fiir zwei Vektoren aus dem

Dreieck A B C', es miissen nicht immer diese verwendet werden. In diesem Fall z.B.
heilen die Vektoren Cﬁl und C@

AABCZE"C_AXC@’

2
1 6 3
AABC:§' 3 X 6
0 0

Erlduterung: Vektorprodukt

— —
Das Vektorprodukt (Kreuzprodukt) @ x b zweier Vektoren @ und b ist ein
Vektor 7 , der senkrecht auf der von beiden Vektoren aufgespannten Ebene steht.

Fiir die komponentenweise Berechnung gilt:

N aq b] ag-b3*a3'b2
7><b: as X b2 = a3-b17a1~b3
as b3 ay-by —ay-b

In diesem Fall ist:

6 3 3.0-0-6 0
3 |x|[6|=]03-6-0]=[o0
0 0 6-6-3-3 27
1 0 L i or=
AABCZE' 0 =3 0240 +27:5-27:1375
27

Teilaufgabe 1b (5 BE)
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Die Punkte A, B und S legen die Ebene FE fest. Ermitteln Sie eine Gleichung von F
in Normalenform.

[mogliches Ergebnis: E : 221 4+ 229 + 23 — 6 = 0]

Losung zu Teilaufgabe 1b

Ebene aus dret Punkte

A(3]0]0), B(0[3]0), S(0[0[6)

Richtungsvektoren ﬁ und xﬁ der Ebene E bestimmen:

0 3 -3
AB-—B-A=|3|-{o]|=|( 3
0 0 0
0 3 -3
A5=S-A={o|={[o|={ o
6 0 6

A sei der Ortsvektor (des Aufpunkts) der Ebene E.
Ebenengleichung in Normalenform

Normalenvektor 727 der Ebene E aus den beiden Richtungsvektoren bestimmen:

-3 -3
ngﬁ: 3 X 0
0 6

© Abiturloesung.de



Seite 7 Abiturloesung.de - Abituraufgaben http://www.abiturloesung.de/ Seite 8

Erlduterung: Vektorprodukt Erlduterung: Normalenform einer Ebene

Das Vektorprodukt (Kreuzprodukt) @ x 7 zweier Vektoren @ und T st ein Zum Aufstellen der Normalenform einer Ebene werden nur der Normalenvektor

Vektor 77 , der senkrecht auf der von beiden Vektoren aufgespannten Ebene steht. und ein Punkt aus der Ebene (Aufpunkt) benétigt.
Fiir die komponentenweise Berechnung gilt: EN: [)? - ?] o ﬁg =0
N a1 by az-bz —az- by Hier (A ist Aufpunkt):
7><b: as X b2 = a3-b17a1~b3
as b3 al-bzfaz'bl 3 2
EN (X0 ]]|of2]=0
. . 0 1
In diesem Fall ist:
Kann auch geschrieben werden:
-3 -3 3:-6-0-0 18
3 X 0 =1 0-(-3)—(=3)-6 | = 18 2 3 2
0 6 (—3)-0—3-(=3) 9 Xol2]=(0]o]2
1 0 1
18
ABxAS=| 18 2 3 2
9 EV:Xol2]=(0]of 2
1 0 1
Normalenvektor vereinfachen: EN 231 4 220 + 23 =6

EN 201 4+ 2200 + 23 -6 =0
Erlduterung: Vereinfachen
Die Lénge eines Normalenvektors ist nicht entscheidend fiir die Ebenengleichung.
Der Normalenvektor muss nur senkrecht zur Ebene stehen.
Vereinfachungen durch Ausklammern eines gemeinsamen Faktors bzw. Teilen durch Teilaufgabe 1c (3 BE)
einen Faktor sind erlaubt.

Berechnen Sie den Abstand d des Punkts C' von der Ebene E.
Hier wird der Normalenvektor durch 9 geteilt.

[Ergebnis: d = 6]
Das erleichtert das Weiterrechnen wesentlich.

Losung zu Teilaufgabe 1c
18 2

7L_>E = % . 18 = 2 Abstand Punkt - Ebene
9 1
C(=3] - 3/0)
Normalenform EV der Ebene:
EN 2z + 229 +23-6=0  (siche Teilaufgabe 1b)
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ne=1 2 ist Normalenvektor der Ebene.
1

Betrag des Normalenvektors bestimmen:

Erlduterung: Betrag eines Vektors

ay
Die Liinge (bzw. der Betrag) |@| eines Vektors @ = [ ay ist gegeben durch:
az
2
ay
|@| = as =/a? + a3 + d?
a3
2
gl = 2 | |=v22+224+12=3
1

Hesse-Normalenform EZ N ¥ der Ebene E aufstellen:

Erlduterung: Hesse-Normalenform der Ebene

Die Hesse-Normalenform ETNF ciner Ebene E entsteht durch Teilung der Norma-

lenform der Ebene E mit dem Betrag des Normalenvektors |7z|.
Beispiel:

E:xz14+21r9+223—4=0

1
ng=1| 2 = |ngl=V1+4+4=3
2
1
EHNF:§~(m1+2x2+2x3—4)=O

1
EHNFzg»(2zl+2x2+x376):0

Abstand des Punktes C' von der Ebene E bestimmen:
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Erlduterung: Abstand Punkt - Ebene

Durch Einsetzen der Koordinaten eines Punktes P in die Hesse-Normalenform
EUNF der Ebene E (zwischen Betragsstriche), bestimmt man den Abstand d(P, E)
des Punktes zur Ebene.

Beispiel:

1
EHNF:§<(:L'1+2x2+2m374):0

P(1]3] - 6)
d(P,E):‘%'(1+2-3+2~(—6)—4)‘z‘—§’=3
d(C,E):‘%[2~(—3)+2-(—3)+0—6)]‘=‘%18 ~6

Teilaufgabe 2a (4 BE)

Die Punkte A, B,C und S sind die Eckpunkte einer dreiseitigen Pyramide.

In einem Geldndemodell stellt die Pyramide einen Berg mit Gipfel S dar; das Dreieck
C AS bildet die Siidseite, der Rand des Dreiecks A BC den Fufl des Bergs. Der Berg
soll, ausgehend von seinem Fuf}, auf einer geraden Linie bestiegen werden.

Wo muss gestartet werden, damit der Weg zum Gipfel im Gelindemodell einen mog-
lichst kleinen Neigungswinkel gegen die x; z2-Ebene hat? Begriinden Sie Ihre Antwort.
Berechnen Sie die Linge des zugehorigen Wegs im Modell.

Losung zu Teilaufgabe 2a

Winkel zwischen Gerade und Ebene
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Antwort:
Es muss vom Punkt C aus gestartet werden, da C' am weitesten vom Ursprung und des-

wegen auch vom Punkt S entfernt ist (siehe Skizze: Draufsicht - von oben - der Pyramide
ABCS).

Lénge eines Vektors

C(~3| - 3/0), S(0/0]6)

0 -3 3
cs=5-C=|o|-| 3)=|(3
6 0 6

Lange d des Weges bestimmen:
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Erlduterung: Betrag eines Vektors

ay
Die Liinge (bzw. der Betrag) |@| eines Vektors @ = [ ag ist gegeben durch:
as
al 2
A= || @ | -yara+a
a3
3
d=1C8|=| |3 | |=vV®r32re2=v5i=3/6
6

Teilaufgabe 2b (8 BE)

An welchem Punkt muss gestartet werden, wenn der geradlinige Weg zum Gipfel auf der
Siidseite verlaufen und moglichst kurz sein soll?

Bestimmen Sie im Geldndemodell die Koordinaten dieses Punkts sowie den Neigungswin-
kel ¢ des zugehorigen Wegs gegen die z1 zo-Ebene.

Losung zu Teilaufgabe 2b

Geradengleichung aufstellen
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3 6
H Ac:X =0 |+x| 3
0 0
S
Lotfuf3punkt auf eine Gerade
5(0]0]6)
Erlduterung: Hilfsebene
“ Um den Punkt D des Lotes von S auf AC zu bestimmen, bildet man zuerst eine
C D A Hilfsebene, die durch S geht und senkrecht zu AC' steht. Diese Ebene scheidet
somit die Gerade A C im Lotfupunkt D.
2D - Ansicht

Hilfsebene H durch S senkrecht zu AC' aufstellen:

3D - Ansicht

Erlduterung: Fbenengleichung

Der gesuchte Startpunkt liegt auf der Strecke [AC] und ist der Fupunkt des Lotes vom

Eine Ebene H ist durch einen Punkt P und einen Normalenvektor 7z eindeutig
Punkt S auf die Gerade AC'.

bestimmt. Die Ebenengleichung (in Normalenform) lautet:
HY . [}27?} on—>H:O
A(3]0]0), C(=3]-3]0)

Hier ist der Normalenvektor gleich dem Richtungsvektor der Geraden AC,
da die Ebene senkrecht zu ihr stehen soll:

A= AC

Gerade AC bestimmen:

6
C—1>4 =13 ist Richtungsvektor der Geraden AC'.
0 0 6
gy -0 ]]e|3|=0
Gleichung der Geraden AC': 6 0

HYN : 621 + 325 =0

Erlduterung: Geradengleichung

Eine Gerade ¢ ist durch einen Ortsvektor ? und einen Richtungsvektor K4 Hilfsebene H mit der Geraden A C' schneiden: HNAC
eindeutig bestimmt:

9:7:?+/\47 ,weR

Wenn A als Aufpunkt genommen wird, dann ist Z der Ortsvektor (des
Aufpunkts) der Geraden AC.
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Erlduterung: Schnitt Ebene und Gerade Erlduterung:
Schneidet eine Gerade g : 7 = ﬁ 4+ \- 7 eine Ebene E in einem Punkt P, Formel fiir die Bestimmung des Lotfulpunktes D eines Lotes von einem Punkt P
dann erfiillt die Geradengleichung fiir ein bestimmten Wert von A (von g¢) die auf eine Gerade ¢:

Normalenform der Ebene E.
[7-P|o7
Man setzt g in EV ein und 16st nach A auf.
,Gerade ¢ minus Punkt P mal Richtungsvektor v der Geraden g ist gleich

Hier wird also AC in HY eingesetzt und nach \ aufgeldst. Null“
3 71 =3+ 6\ Hier ist P der Punkt S(0/0]6).
AC: 7 =0 )+Ax-| 3 — To = 3\ in HY einsetzen:
0 0 3 =10
. . . 3 6 0 6
6-(34+6X)+3-3A=0
( ) O J+A- 3]—-10 ol 3 1=0
18 436\ +9A = 0 0 0 6 0
450 = —18 Nach der Skalarmultiplikation wird die Gleichung nach A aufgelost. Der gefundene Wert
18 9 fiir A wird in die Geradengleichung eingesetzt, um den Lotfuflpunkt zu berechnen.
=)\ = _47’ =—-c
0 0 Winkel zwischen Gerade und Ebene
A = —— in die Geradengleichung einsetzen und Lotfuipunkt D bestimmen:
3 6 2
2 5
D={o]- Sls )= -8
0 0 0

5

3
= Der Lotfupunkt, und somit der Startpunkt, hat die Koordinaten D < '—

ol o
[en)
~

Alternative Ldsung

Der Lotfupunkt kann auch iiber die Lotfupunktsformel bestimmt werden:

Abitur Bayern 2011 GK Geometrie V © Abiturloesung.de
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Der gesuchte Neigungswinkel ¢ entspricht dem Winkel zwischen der x; x9-Ebene E und der

Geraden D S.

D @ ‘,g' 0) )

Richtungsvektor der Geraden D S bestimmen:
0 3
5.

DS=9-D=[o0]- =

6

o

=
Sl
S uio

Winkel ¢ bestimmen:

Erlduterung: Winkel zwischen Ebene und Gerade

g Ebene E

Der Winkel ¢ zwischen einer Ebene E und einer Geraden g entspricht dem von
90° abgezogenen Winkel 8 zwischen dem Normalenvektor ng der Ebene und dem
Richtungsvektor T der Geraden.

(g, B) = 90° = £ (¥, )
Hier ist Bg’ der Richtungsvektor der Geraden.

o= 4(DS,E)=90° — £(D8,77)
B8
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Erlduterung: Skalarprodukt, Winkel zwischen zwei Vektoren
%
Aus der allgemeinen Definition des Skalarproduktes zweier Vektoren @ und b

— — —
Zob :|7|~|b|‘cosl(?,b>

a

folgt fiir den Winkel « zwischen den beiden Vektoren:
—
o= dob
=
@b

(Formel zur Winkelberechnung zwischen 2 Vektoren)

0s 3 = ﬁon_é
D3| - 2]

Erlduterung: Betrag eines Vektors

ai
Die Linge (bzw. der Betrag) |7| eines Vektors @ = | ao ist gegeben durch:
ag
ay 2
|| = a =/a? + a3 + a?
as
0
Fiir den Richtungsvektor der z; z2-Ebene n_E) = 0 gilt z.B:
1

[nB| = V02 +02+12=1

3
-2 0
5
g ol O
5 6 1 6
cosff = =
Ve s @ re VTS
6 —1
= - ~12,6°
B8 cos< 37,8) ,

= =90°—f=90°—12,6° = 77,4°
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Teilaufgabe 3a (2 BE)
Berechnen Sie das Volumen der Pyramide ABC'S.

Losung zu Teilaufgabe 3a

Volumen einer Pyramide

G =13,5 Grundfliche der Pyramide (s. Teilaufgabe 1a)

Erlduterung:

Die Grundfliche der Pyramide liegt in der z;xzo-Ebene, d.h. die Hohe h der
Pyramide entspricht dem Abstand vom Punkt S zur z; z2-Ebene. Dies wiederum
entspricht der z3-Koordinate von S

5(0[06) = h =6

h=6 Hohe der Pyramide

Volumen der Pyramide bestimmen:

Abitur Bayern 2011 GK Geometrie V
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Erlduterung: Volumen einer Pyramide

>

Eine Pyramide mit Grundfliche G und Héhe h hat ein Volumen von:

V:%<13,5-6:27

Teilaufgabe 3b (3 BE)

Begriinden Sie ohne weitere Rechnung, dass die Flécheninhalte der Dreiecke A B C' und
ABS gleich grof§ sind.

Losung zu Teilaufgabe 3b

Fldcheninhalt eines Dreiecks

© Abiturloesung.de



Seite 21 Abiturloesung.de - Abituraufgaben

Aus Teilaufgabe 1c ist bekannt, dass der Abstand vom Punkt C' zur Ebene E gleich 6 ist. Das
ist der Abstand vom Punkt C' zum Dreieck ABS (die Ebene E enthélt die Punkte A, B
und S). Also entspricht das der Hohe der Pyramide mit Grundfliche das Dreieck ABS.
Da diese Hohe gleich grof§ ist wie die der Pyramide (mit Grundfliche das Dreieck ABC'),
miissen die Dreiecke gleich grof§ sein.

In Formeln:

-ANABC-6 1
RAN

1
ABS-6 :>g-AABC-(j:g-AABS-GéAABC:AABS

S

(v

Teilaufgabe 3c (4 BE)

Die Ebene F enthilt den Mittelpunkt der Strecke [A S] und ist parallel zur z; zo-Ebene.
Bestimmen Sie den Inhalt des Flidchenstiicks, in dem sich die Pyramide und die Ebene
F' schneiden; begriinden Sie Ihr Vorgehen.

Losung zu Teilaufgabe 3c

Zentrische Streckung

Abitur Bayern 2011 GK Geometrie V
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Sei die Spitze S der Pyramide das Streckungszentrum einer zentrischen Streckung der Drei-
ecksfliche A B C' mit Streckungsfaktor k.

Mit A" Mittelpunkt der Strecke [A S], gilt:

AX  AXN 1

k=

AS  2.AA 2
Die Dreiecksfliche A’ B’ C”, die als Schnitt der Ebene F mit der Pyramide hervorgeht, ist
dhnlich zur Dreiecksfliche A BC'.

Mit Aapc =13,5 (s. Teilaufgabe la), folgt:

© Abiturloesung.de
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Erlduterung: Zentrische Streckung

Wird eine geometrische Figur A; durch zentrische Streckung auf eine geometrische

Figur Az mit einem Streckungsfaktor k = m abgebildet, so gilt fiir den Flidchen-
n

inhalt der &hnlichen Figuren:

Ay =K% Ay

Aypo =k Aapc

1 2
App o = (§> 13,5 = 3,375

Teilaufgabe 3d (4 BE)

Ermitteln Sie die Gleichung einer Geraden, die parallel zur Ebene E verlduft und von
dieser den Abstand 3 hat.

Losung zu Teilaufgabe 3d

Geradengleichung aufstellen

-3

ﬁ = 3 ist ein Richtungsvektor der Ebene E (siehe Teilaufgabe 1b).
0

A ist somit auch Richtungsvektor einer zu E parallelen Gerade g.
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Sei P(0|0]z3) ein Punkt auf der z3-Achse mit Abstand 3 zur Ebene E.

Erlduterung: Abstand Punkt - Ebene

Durch Einsetzen der Koordinaten eines Punktes P in die Hesse-Normalenform
EANT der Ebene E (zwischen Betragsstriche), bestimmt man den Abstand des
Punktes zur Ebene.

HNF ?0’”—5*‘1
E =0

|
—
? ong—d
=d(P,FE) = W

d ist das Ergebnis des Skalarprodukts aus ngp und dem Ortsvektor des Auf-
punkts von FE.

d(P,E) =3 < ‘%-(2~0+2»0+x376)‘:3

Erlduterung:

Die Betragsstriche konnen in diesem Fall weggelassen werden, da es nicht wichtig ist
auf welcher Seite der Ebene der Punkt P liegt.

1
5 (2042045 -6)=3

xr3 — 6=9
=23 =15
= P(0]0[15)

Mit ? als Ortsvektor (des Aufpunkts) der Geraden g, lautet die Geradengleichung:

0 -3
g:X=[ 0 |+r| 3
15 0
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