Seite 1 Abiturloesung.de - Abituraufgaben

Abitur 2010 Mathematik GK Infinitesimalrechnung I

2k
Gegeben ist fir k € RT die Schar von Funktionen fi :a+— 1 — P mit dem maximalen

Definitionsbereich Dy. Der Graph von f; wird mit Gy bezeichnet.
Teilaufgabe 1a (5 BE)

Geben Sie den Definitionsbereich Dy, an. Bestimmen Sie das Verhalten von fj, fir z — —oo
und fiir z — 400 und geben Sie die Gleichungen der Asymptoten von G}, an.

Teilaufgabe 1b (4 BE)
Untersuchen Sie das Monotonieverhalten von Gy, .

[zur Kontrolle: fj(z) = 2ke )2]

(e +k
Teilaufgabe 1c (4 BE)

Zeigen Sie, dass Gy die z-Achse nur im Punkt Sy (In £|0) schneidet.
Die Tangente an Gy im Punkt S; wird mit ¢ bezeichnet. Begriinden Sie, dass alle
Tangenten tj, parallel zueinander sind.

Teilaufgabe 1d (4 BE)

Zeigen Sie, dass sich die Graphen G und Gg nicht schneiden.

Teilaufgabe le (6 BE)

Berechnen Sie fi1(—1), fi(1), fs(3). Zeichnen Sie die Graphen G; und Gy, deren Asymp-
toten sowie die Tangenten ¢; und tg unter Beriicksichtigung der bisherigen Ergebnisse in
ein Koordinatensystem ein.

Teilaufgabe 1f (3 BE)

Begriinden Sie, dass durch jeden Punkt der az-Achse ein Graph G}, verlduft.

Teilaufgabe 1g (5 BE)

Zeigen Sie, dass die Funktion Fj : 2 +— 2-1n (e” + k) — 2 mit « € Dy, eine Stammfunktion
von fi ist.

Teilaufgabe 1h (5 BE)

Gy und die Koordinatenachsen begrenzen im IV. Quadranten ein Fldchenstiick. Berechnen
Sie dessen Inhalt.
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Teilaufgabe 2 (4 BE)

Lésst man fiir den Parameter k& auch negative Werte zu, so unterscheiden sich die Graphen
G} mit k¥ € R~ von den Graphen Gy mit k& € RT. Geben Sie zwei grundstzliche Unter-
schiede an und begriinden Sie jeweils Thre Antwort.
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Loésung
Erlduterung: Wertemenge der Exponentialfunktion

Die Exponentialfunktion e” ist auf ganz R stets positiv.

Teilaufgabe 1a (5 BE)

mit dem maxi- .
et + k flx)
malen Definitionsbereich Dj. Der Graph von fj, wird mit G}y bezeichnet.

Gegeben ist fiir k € R™ die Schar von Funktionen fi:a+— 1—

Geben Sie den Definitionsbereich Dj, an. Bestimmen Sie das Verhalten von fi fiir
z — —oo und fiir x — +o0o und geben Sie die Gleichungen der Asymptoten von Gy

.
" //
]

Losung zu Teilaufgabe la

Definitionsbereich bestimmen
Da k € RY eine positive Zahl ist, ist —k eine negative Zahl.

9ok . . o o . —
Fola)=1— — LeRt Somit hat die Gleichung e k keine Losung

Nullstellen des Nenners bestimmen: Der Nenner von fi(z) hat keine Nullstellen

e +k=0 = Nenner hat keine Nullstellen
NN ~ Dy =R
>0 <0

Verhalten der Funktion an den Rdndern des Definitionsbereichs

Grenzwert gegen —oo:

. . 2k 2k
zljrlnocfk(x)_zlj»’Téol_m_l_?_l_Q__l
—~
—0
Grenzwert gegen +00:
. ) 2k
zlizécfk(i) - xﬁ:’rfnool T +k 1-0=1
——
—+00

Asymptoten bestimmen
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Asymptoten:
Erlduterung: Quotientenregel der Differenzialrechnung
Erliuterung: Asymptoten Quotientenregel:
Aus den zuvor berechneten Grenzwerten, folgt: flz) = u(2) = fl(z) = W(z) - v(e) - uf@) V()
o) o)

y =—1 ist waagerechte Asymptote, da lim f(r)= —1
Hier ist  wu(z) =2k und v(z)=e¢"+k .

y=1 ist waagerechte Asymptote, da lﬁTxf(x) =1 Damnist  /(z) =0 und v'(z)=e*

Erinnerung: die Ableitung der Exponentialfunktion e® ist gleich der Funktion
y=—1 undy=1 (waagerechte Asymptoten) selbst.

0-(e*+k)—2k-e”

B (7 + k)?
Teilaufgabe 1b (4 BE) 2k e*
= 2
Untersuchen Sie das Monotonieverhalten von Gj, . (e* + k)
[zur Kontrolle: f(z) = %} Vorzeichen der ersten Ableitung bestimmen:
e’ +k
y 2k e*
Ansatz: f'(z) >0 = ——
Losung zu Teilaufgabe 1b (e” + k)

Monotonieverhalten einer Funktion

2k
=1- R*
Ji(z) erh ke

Erste Ableitung bilden:
2k 1\
/ —(1-
£ < er + k>

Erlduterung: Ableitung einer Summe

f(z) =u(@) £v(z) = f(z) = (z) £ (2)

2k
e+k -

!
Damnist  u'(z) =0 und '(z)= < 2%k )

er+
9 ’
e+ k

Hier ist w(z)=1 und v(z)=
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Erlduterung: Vorzeichen eines Bruches, Wertemenge der Exponentialfunktion

Die erste Ableitung ist ein Bruch.

Ein Bruch ist positiv. wenn Zihler und Nenner entweder beide positiv oder

-3
beide negativ sind (z.B. 5> 0 oder > 0).

Ein Bruch ist negativ wenn Zahler und Nenner verschiedenes Vorzeichen haben

(z.B. %3 < 0 oder % <0)
In diesem Fall ist:

der Zihler 2ke” positiv fir alle 2 € R da k€ RT eine positive Zahl ist
und die Exponentialfunktion e® > 0 stets positiv ist;

der Nenner (e 4+ k)? positiv fiir alle z € R da er eine “quadratische “Funk-
tion ist;

Die erste Ableitung ist somit positiv fiir alle z € R

2 k e >0 firzeR = positives Vorzeichen des Zihlers
~=~
>0 >0

(e +k)? >0 fiir € Dy =  positives Vorzeichen des Nenners

= f'(z) >0 fir € Dy =  Ableitung fiir alle  positiv.

Erlduterung: Monotonieverhalten einer Funktion

Fiir stetige Funktionen besteht eine Beziehung zwischen Monotonie und Ableitung,
da die Ableitung die Steigung der Funktion angibt.

Es gilt:
f'(z) > 0: Die Funktion steigt in diesem Bereich streng monoton.

f'(z) < 0: Die Funktion fillt in diesem Bereich streng monoton.

Da f'(x) > 0 fiir alle x € Dy, gilt:

= G, ist streng monoton steigend auf ganz Dj,.
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Teilaufgabe 1c (4 BE)

Zeigen Sie, dass G, die z-Achse nur im Punkt Sy (In £|0) schneidet.
Die Tangente an Gj im Punkt S; wird mit ¢; bezeichnet. Begriinden Sie, dass alle
Tangenten t;, parallel zueinander sind.

Losung zu Teilaufgabe 1c
Schnittpunkte mit den Koordinatenachsen

2k
fk(x):1*61+k7 keR*

Schnittpunkt mit der z-Achse:

Erlduterung: Nullstellen

Der Ansatz um die Nullstellen (die Schnittpunkte einer Funktion mit der x-Achse)
zu bestimmen, lautet stets:

fla) =0

Die Gleichung muss anschlieBend nach x aufgelost werden.

2k
. =0 1- =0
Fiul@) e et +k
2% .,
T etk |- (e + k)

et k=2k|—k
e =k | logarithmieren

Ine* =Ink
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Erlduterung: Logarithmieren

Der Logarithmus wird auf beiden Seiten der Gleichung e® = k angewendet.
Ine® =Ink

Da der Logarithmus die Umkehrfunktion der Exponentialfunktion ist, gilt:
Ine/® = f(z) fiir beliebige Funktion f(z)

Somit vereinfacht sich die Gleichung zu:

z=Ink

Erinnerung: Der Logarithmus ist nur fiir positive Zahlen definiert!

(in diesem Fall ist k& > 0, in allen anderen Fillen muss man ggfs. die Variable oder
den Parameter im Logarithmus einschriinken auf nur positive Werte)

z=Ink

2k

= Sj(In £|0) einziger Schnittpunkt von Gy, mit der z-Achse, da f(Ink) =1 — Tk
e

und G, streng monoton steigend (siehe Teilaufgabe 1b)

Funktionenschar

2k e*
(r) = —— siehe Teilaufgabe 1b
o= he gabe 1b)

Erlduterung: Lineare Funktion

Zwei (oder mehrere) Geraden sind parallel, wenn sie die gleiche Steigung m haben.
Beispiel:

y =2z und y = 2z + 1 sind parallel (Steigung m = 2)

Zu zeigen: Steigung my, der Tangente ¢, im Punkt Sjist gleich fiir alle k

=1-1=0
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Erlduterung: Tangentensteigung

Die Steigung m der Tangente t an dem Graphen Gy eciner Funktion f(z) in
einem Punkt S(zglys) ist gleich dem Wert der ersten Ableitung der Funktion an
der Stelle xg.

m = f'(zg)

L e _ 2keMF 2k k 221
my _fk(ISk) = fr(lnk) = (elnk+k)2 = (k+k)2 T 4Kz T 92

1
= Alle Tangenten t; sind parallel zueinander, da sie alle dieselbe Steigung my = 3 fiir
alle k € R" haben.

Teilaufgabe 1d (4 BE)

Zeigen Sie, dass sich die Graphen G; und Gg nicht schneiden.

Losung zu Teilaufgabe 1d

Schnittpunkt zweier Funktionen

2k

1_ +
fk(:v)fl 1k keR
2
fi(@) =l-a

16
—1-
fs(z) 18

(1 mit Gg schneiden:

Erlduterung: Schnittpunkt zweier Funktionsgraphen

Die Graphen zweier Funktionen schneiden sich dort, wo sie ein {ibereinstimmendes
Wertepaar (z,y), einen gemeinsamen Punkt, besitzen.

Man setzt die Funktionsgleichungen gleich und 16st nach = auf.

2 16
- — 1 -1
hi@) = fs(=) e+ 1 e +8
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TR CR
er +1 e’ +8
2 16 .
_ - _ L= 8
e +1 e’”+8‘ [=(e"+38)]
2¢e” + 16
LT 16 ("1
LR

2¢% + 16 = 16¢” + 16 | — 2¢" — 16
0= 14e”

= Keine Losung, da ¢” > 0 fiir alle z € R

= (G1 und Gg schneiden sich in keinem Punkt

Teilaufgabe le (6 BE)

Berechnen Sie f1(—1), f1(1), fs(3). Zeichnen Sie die Graphen G; und Gg, deren Asymp-
toten sowie die Tangenten ¢; und tg unter Beriicksichtigung der bisherigen Ergebnisse
in ein Koordinatensystem ein.

Losung zu Teilaufgabe le

Funktionswert berechnen

2k
) =1- , keR*t
fla) e +k’ €
2
fl(ac):l_ew-&-l
16
-1
fs(z) 138
2
f1(71)717m~—0,46

2
1)=1—-———=0,46
fl() el 1 0,46
16

1)=1-— ~ —0,49
fs(1) S ,
16
3)=1————~0,43
3 e3+8 ’

Skizze
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Teilaufgabe 1f (3 BE)

Begriinden Sie, dass durch jeden Punkt der z-Achse ein Graph G} verlduft.
Losung zu Teilaufgabe 1f
Schnittpunkte mit den Koordinatenachsen

2k
e+ k’

fe(z)=1— keR"
Aus Teilaufgabe 1c) ist der Schnittpunkt mit der a-Achse gegeben durch Si(In k|0)

= Durch jeden Punkt auf der z-Achse verliuft ein Graph Gi, da Ink alle Werte aus R
annimmt fiir k € R

Teilaufgabe 1g (5 BE)

Zeigen Sie, dass die Funktion Fj : 2 — 2-1n (e” + k) — 2 mit 2 € Dy, eine Stammfunktion
von fj ist.

Losung zu Teilaufgabe 1g
Nachweis einer Stammfunktion

2k
et +k’
Fi(z)=2-In(e"+k)—xz, x€Dy

f}c(a’?):l— keR*

© Abiturloesung.de



Seite 13 Abiturloesung.de - Abituraufgaben

http://www.abiturloesung.de/ Seite 14

Erlduterung: Stammfunktion

Ist F eine Stammfunktion von f, dann gilt: F' = f

Zu zeigen:  Fj(z) = fir(x)
Erste Ableitung Fj,(x) bestimmen:

Fi(z)=[2-In (" + k) —x]

Erlduterung: Ableitung einer Summe, Ableitung eines Produktes
f@)=a-uz) = f(z) =a u(z)
f(z) =u(@) £v(z) = f(z) = (z) £/ (2)

Hierist a-u(z)=2-In(e*+k) und v(z)==x .
Dannist  o'(z) = [In (e*+ k)] und o'(z)=1

=2-[In (e +k) -1

Erlduterung: Kettenregel der Differenzialrechnung

Kettenregel:
f@) = u(v(@)) = f'(x) = u'(v(z)) - v'(2)

Formel fiir Logarithmusfunktionen:
f(@) = In(o(a)) = /(@) = —— v/(2)

Hier ist wv(z) =€ +k.
Dann ist o'(z) = e”.

Erinnerung: die Ableitung der Exponentialfunktion e® ist gleich die Funktion
selbst.

— 1 T
=2 |:6‘T+k e] 1

2e”
=— e 1| Terme zusammenfassen
€
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2e” — (e + k)
er + k
e —k I .
= | — k& im Zéahler schreiben als k — 2k
ev +k
¥ + k — 2k
B | Bruch aufteilen
et +k
e +k 2k
eC+k e+ k
2k

e+ k
= fu(x)

= Fi(z) = fu(2)

Erlduterung: Stammfunktion

Ist F eine Stammfunktion von f, dann gilt: F' = f

= Fp(x) ist eine Stammfunktion von fj,

Teilaufgabe 1h (5 BE)

Gs und die Koordinatenachsen begrenzen im IV. Quadranten ein Flichenstiick. Berech-
nen Sie dessen Inhalt.

Losung zu Teilaufgabe 1h

Flichenberechnung
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y & 1.Quadrant

16
e’ +8
Fs(z)=2-In (e*+8)—x
(Stammfunktion von fg, siche Teilaufgabe 1g)

fg(x) =1

Fldche A die Gg und die Koordinatenachsen im IV.Quadranten einschliet:

Erlduterung: Bestimmtes Integral

Die Fliche die der Graph Gg und die Koordinatenachsen im IV.Quadranten
einschliet, ist gegeben durch das bestimmte Integral:

In 8
A=— fs(z)dz

0
Da die Fliche unterhalb der z-Achse liegt, muss ein Minuszeichen vor dem
Integral gesetzt werden.

Die obere Grenze In8 des Integrals, ist die Stelle an der der Graph Gg die
2-Achse schneidet. Dieser Wert wurde in Teilaufgabe 1c) berechnet (k=8 in Sy
einsetzen).

In8
A=— fs(z)dz
0
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Erlduterung: Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

Ist ' eine Stammfunktion von f, dann ist F' = f und es gilt:

b
/ f@)dz = [F(@)] = P() - F(a)

= —[Fy(a)]'®

=—[2-In (" +8) — a8

_ . In8 _ _ A 0 _
= |:<2 ln(e\ngS) 1n8) (2 111(\6(4’8) O):l
=-2-In16+In8+2-In9

=—2-In2*+In2°+2-1In3?

Erlduterung: Logarithmus einer Potenz

In (s') =t-Ins

=-8-In2+4+3In2+4-1n3
=—-5In2+4In3

~ 0,93 FE (Flicheneinheiten)

= Die gesuchte Fliche hat den Inhalt 0,93 FE

Teilaufgabe 2 (4 BE)

Lésst man fiir den Parameter & auch negative Werte zu, so unterscheiden sich die Graphen
G} mit k€ R~ von den Graphen Gj mit k € RT. Geben Sie zwei grundsitzliche Un-
terschiede an und begriinden Sie jeweils Thre Antwort.

Losung zu Teilaufgabe 2

FEigenschaften einer Funktion
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Unterschiede zwischen G}, mit k € R* und G mit k € R™:

1. Fiir k € R™ schneidet der Graph Gj die z-Achse nicht mehr im Punkt Si(In(k)[0), da
In k nicht existiert (k ist eine negative Zahl und der Logarithmus ist nur fiir positive Zahlen
definiert). Die Funktion f; hat an der Stelle [n(—k) eine Definitionsliicke.

2. Fiir k € R ist der Graph G} nicht mehr streng monoton steigend, da fi(z) <0 fiir

alle z € Dy, =] — o0; In(—k)[U]In(—k); +00]

y A

3
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