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Abitur 2010 Mathematik GK Geometrie V

In einem kartesischen Koordinatensystem sind die Punkte A(—3|2| — 1), B(—1| — 1| — 3) und
2

S(3]7| — 11) sowie die Geraden g=AB und h: 7 = 4 | +X- 3 |, ANeR, gege-
6 2
ben.

Teilaufgabe 1a (8 BE)

Zeigen Sie, dass die Geraden g und h echt parallel zueinander sind. Bestimmen Sie eine
Gleichung der Ebene E, die die Geraden g und h enthilt, in Normalenform.

[mogliches Ergebnis: E : @1 + 225 — 223 —3=10]

Teilaufgabe 1b (6 BE)

Bestimmen Sie die Koordinaten des Fupunktes F' des Lotes vom Punkt S auf die Ebene
E sowie den Abstand d des Punktes S von der Ebene E.

[Ergebnis: F'= B;d = 12]
Teilaufgabe 1c (5 BE)

Bestimmen Sie die Gréfie der Innenwinkel des Dreiecks A B S.
Teilaufgabe 1d (5 BE)

Berechnen Sie den Abstand d(g,h) der Geraden g und h.

[Ergebnis: d(g,h) = 3V17]

Lésst man das Dreieck A BS um die Achse B S rotieren, so entsteht als Rotationskorper
ein Kegel K.

Teilaufgabe 2a (4 BE)

Berechnen Sie das Volumen von Kj.

Teilaufgabe 2b (3 BE)

Untersuchen Sie, ob die Gerade h mit dem Kegel K gemeinsame Punkte besitzt.
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Teilaufgabe 2¢ (5 BE)

Eine Ebene E’, die parallel zur Ebene E liegt, zerlegt den Kegel K; in einen Kegel
K5 und einen Kegelstumpf. Die Hohe des Kegelstumpfs betrégt ein Drittel der Hohe des
Gesamtkegels K . Berechnen Sie den prozentualen Anteil des Volumens des Kegelstumpfs
am Volumen des Kegels K .

Teilaufgabe 2d (4 BE)

Gegeben ist ein Punkt P, dessen Abstand von der Ebene E kleiner als 12 ist. Es soll
entschieden werden, ob der Punkt P auf der Mantelfliche des Kegels K liegt. Beschreiben
Sie hierfiir ein mathematisches Vorgehen unter der Annahme, dass die Koordinaten von
P bekannt sind.
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Loésung -2
= Der Vektor 3 ist Richtungsvektor der Geraden h, P(7|4|6) ist Aufpunkt von
2

Teilaufgabe 1a (8 BE)

In einem kartesischen Koordinatensystem sind die Punkte A(—3/2| — 1), B(-1]| — 1| — 3) Richtungsvektor der Geraden g:
7 -2
und S(3|7| — 11) sowie die Geraden g = AB und h: @ = | 4 | +A- 3 |, AeER, AB-B_4- :1 _ ;3 _ 33
6 2 -3 -1 -2
gegeben.

Gleichung der Geraden g:

Zeigen Sie, dass die Geraden g und h echt parallel zueinander sind. Bestimmen Sie eine
Gleichung der Ebene E, die die Geraden g und h enthélt, in Normalenform. Erlauterung: Geradengleichung

Eine Gerade g ist durch einen Ortsvektor ? und einen Richtungsvektor Kig

[mogliches Ergebnis: E : z1 + 29 — 223 —3 = 0] cindentig bestimmt:

Lésung zu Teilaufgabe 1a g:X=P+p T ueR

Geradengleichung aufstellen Wenn A als Aufpunkt genommen wird, dann ist X der Ortsvektor (des
Aufpunkts) der Geraden g.

'y -3 2
ng - g: 7= 2 |+p| -3
; - -1 2

Lagebeziehung von Geraden

Auf Parallelitét iiberpriifen:
(Sind die Richtungsvektoren Vielfache voneinander?)

2 -2
=3 | =(-1-| 3
-2 2

A(=3[2] = 1), B(-1|-1]=3)

7 -2
h:Z=|4]|+x| 3
6 2
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Erlduterung: Parallelitit von zwei Geraden

Zwei Geraden g und h sind parallel wenn der Richtungsvektor ¥ der einen
Gerade durch den Richtungsvektor @ der anderen Geraden ausgedriickt werden
kann (ob also der eine ein Vielfaches vom anderen ist):

T=k-U ,keR

In diesem Fall ist k= —1.

= ¢ und h sind parallel

= damit sind nur die Lagebezichungen ,identisch“ oder ,echt parallel“ moglich

Uberpriifen ob gilt: g # h

Erlduterung: Echt parallele Geraden

Zwei Geraden g und h sind echt parallel wenn sie parallel sind und nicht identisch
sind, also g # h.

Man iiberpriift die echte Parallelitit zweier Geraden, indem man einen Punkt
der einen Gerade in die Geradengleichung der anderen Gerade einsetzt. Erfiillen
die Koordinaten des Punktes die Geradengleichung nicht, so sind die Geraden echt
parallel.

Hier wird der Ortsvektor der Geraden g in die Geradengleichung von h ein-
gesetzt

-3 7 -2
2 =4 |+AX 3
-1 6 2
-3 7 -2
2 —| 4 =X\ 3
-1 [§ 2
—10 -2 —10 = -2\ A=5H
-2 =X\ 3 = —2=3\ = A=-2 = Widerspruch!
-7 2 —7 =2\ = —%
= ¢ und h sind echt parallel

Ebenengleichung in Normalenform
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-3
A= 2 Ortsvektor (des Aufpunkts) der Ebene E
-1
2
ﬁ =| -3 Richtungsvektor der Geraden ¢ ist ein Richtungsvektor der Ebene E
-2

Zweiter Richtungsvektor der Ebene E bestimmen:

Erlduterung: Richtungsvektor

Um eine Ebene mithilfe von Richtungsvektoren aufzustellen zu konnen, werden 2
Richtungsvektoren benétigt, die in unterschiedliche Richtungen zeigen.
Hier zeigen die Richtungsvektoren der Geraden in dieselbe Richtung.

-3 7 —10
PA=A_-P-= 2 -4 =1 -2 (Verbindungsvektor von A und P)
-1 6 -7

Normalenvektor 727 der Ebene E aus den beiden Richtungsvektoren bestimmen:

2 -10
ABxPA=| -3 | x| —2
-2 -7

Erlduterung: Vektorprodukt

— —
Das Vektorprodukt (Kreuzprodukt) @ x b zweier Vektoren @ und b st ein
Vektor 7, der senkrecht auf der von beiden Vektoren aufgespannten Ebene steht.

Fiir die komponentenweise Berechnung gilt:

N ay by az by —as - be
7><b= az X b2 = ag'bl—al-bg
as b3 ay -by —az-by

In diesem Fall ist:

2 -10 (=3) - (=7) = (=2) - (=2) 17
B x| =2 )= 2-(-10-2-(-7) | = 34
-2 -7 2. (=2) — (=3) - (~10) —34
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17 EN 2 + 229 — 223 =3
= 34
—34 EN 2 4259 —223—-3=0

Normalenvektor vereinfachen:

Erlduterung: Vereinfachen

Teilaufgabe 1b (6 BE)
Die Linge eines Normalenvektors ist nicht entscheidend fiir die Ebenengleichung.
Der Normalenvektor muss nur senkrecht zur Ebene stehen. Bestimmen Sie die Koordinaten des Fulpunktes F' des Lotes vom Punkt S auf die Ebene
Vereinfachungen durch Ausklammern eines gemeinsamen Faktors bzw. Teilen durch E sowie den Abstand d des Punktes S von der Ebene E.
einen Faktor sind erlaubt.

[Ergebnis: F'= B;d = 12]

Hier wird der Normalenvektor durch 17 geteilt.

Losung zu Teilaufgabe 1b
Das erleichtert das Weiterrechnen wesentlich.

Lotfufpunkt auf eine Ebene

1 17 1
ngp = = 3 )= 2
—-34 -2 1
N A *5
Normalenform E*' der Ebene E: g
. ho-
Erlduterung: Normalenform einer Ebene e
Zum Aufstellen der Normalenform einer Ebene werden nur der Normalenvektor
und ein Punkt aus der Ebene (Aufpunkt) benétigt. _
* \ AB g -
B[R Blomt =0 _ —
Hier: E A'\
-3 1 0
EN . )_(> - 2 o 2 =0
-1 -2
Kann auch geschrieben werden: S(37] — 11)
1 -3 1 1
7 ° 2 = 2 o 2 EN 214229 —233—-3=0 = ng = 2 (s. Teilaufgabe 1a)
-2 -1 —2 —92
Gleichung der Lotgeraden aufstellen:
1 -3 1
EN:Xol 2 |=[ 2 |of 2
-2 -1 -2
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Erlduterung: Lotgerade auf einer Ebene

Eine Gerade [ ist durch einen Ortsvektor ? und einen Richtungsvektor K
eindeutig bestimmt:

1:X=P+A-7 ,AcR
Die Lotgerade [ geht durch den Punkt § und steht senkrecht zur Ebene

E. Der Ortsvektor des Aufpunkts ist somit ? und der Richtungsvektor ist gleich
dem Normalenvektor der Ebene 717, da dieser senkrecht zur Ebene E steht.

1:X =S 4+X-72 ,\eR

3
X = 7 | +a-| 2 JAER
—11 2

Schnitt Ebene und Gerade

Ebene E mit Lotgerade [ schneiden:

Erlduterung: Schnitt Ebene und Gerade

Schneidet eine Gerade l:X2 = 7+)\-7 cine Ebene EV in einem Punkt F,
dann erfiillt die Geradengleichung fiir ein bestimmten Wert von A (von [) die
Normalenform der Ebene EV.

Man setzt | in EY ein und 16st nach A auf.

ENl:
3 1
X= 7 || 2
—11 -2
1 =3+ A
To =T+ 2\ in EN 214229 — 225 —3 =0 einsetzen:
r3=—11—2\

(B+A) +2-(T+2)) —2-(=11-2))—3=0
34A+1444N 422440 —-3=0

9\ = —36
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A = —4 in die Geradengleichung einsetzen:
3 1 -1
F=| 7 |-a| 2 |=[-1|=B
—11 -2 -3

= Der FuBpunkt F des Lotes vom Punkt S auf die Ebene E ist B(—1| —1| — 3)
Abstand Punkt - Ebene

Betrag des Normalenvektors bestimmen:

Erlduterung: Betrag eines Vektors

ai
Die Lénge (bzw. der Betrag) | @| cines Vektors @ = [ ao ist gegeben durch:
as

ay 2
|| = as =/a? + a3 + a}
as
1 2
|ng| = 2 | =\12+22+(-2°=v9=3
-2

Hesse-Normalenform E® N ¥ der Ebene E aufstellen:

© Abiturloesung.de



Seite 11 Abiturloesung.de - Abituraufgaben http://www.abiturloesung.de/ Seite 12

Bestimmen Sie die Grofie der Innenwinkel des Dreiecks A B S.
Erlduterung: Hesse-Normalenform der Ebene
Losung zu Teilaufgabe 1c

Die Hesse-Normalenform EM™NF ciner Ebene E entsteht durch Teilung der Norma-
lenform der Ebene E mit dem Betrag des Normalenvektors \n-,.f | . . .
Innenwinkel eines Dreiecks

Beispiel:

E:x14+2r0+2rx3—4=0

1
nr=1| 2 = |ngl=v1i+4+4=3
2

-1
EHNrtg‘($1+2x2+21‘374):0

1
E"szg(leerngngB):O

Abstand des Punktes S von der Ebene E bestimmen:

Erlduterung: Abstand Punkt - Ebene

Durch Einsetzen der Koordinaten eines Punktes P in die Hesse-Normalenform
E™NF der Ebene E (zwischen Betragsstriche), bestimmt man den Abstand d(P, E)

des Punktes zur Ebene. A(=3[2| = 1), B(=1] = 1] =3), S@[7| - 11)

Vektoren ﬁ, xﬁ und ihre Linge bestimmen:

Beispiel:
HNF | 1 -1 -3 2
EM: o (@ 4 200 + 205 = 4) = 0 AB=B-A=| 1= 2 1= =3
-3 -1 -2
P([3| - 6) 5 L 6
1 9 As=S-A=| 7 |- 2 |=| s
d(P,E):‘g'(1+2-3+2-(—6)—4)‘—’—5‘23 —11 -1 —10
1 Erlduterung: Betrag eines Vektors
d(S,E) = ‘§~(3+2'7+2‘11—3)‘ =12
ay
= Der Abstand des Punktes S zur Ebene E betréigt 12 LE (Léngeneinheiten). Die Lénge (bzw. der Betrag) |'@| eines Vektors '@ = | a ist gegeben durch:
as

al 2
|d| = az | =+/a}+d3+d}
as
Teilaufgabe 1c (5 BE) ’
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— /22 + (,3)2 + (,2)2 — V17 Erlduterung: Winkelsumme im Dreieck

|72 -
—2 Die Summe der Innenwinkel eines beliebigen Dreiecks ist immer gleich 180°.
2
6
‘ﬁ‘ = 5 =4/62 4+ 52 + (—10)* = V161 Es gilt also in diesem Fall:
-10

a+ B+ =180°
Winkel a zwischen den beiden Vektoren bestimmen: . . . .
Aus Teilaufgabe 1b ist bekannt: B ist der Lotfufipunkt des Lotes vom Punkt S
auf die Ebene E. Da A und B Punkte auf der Geraden ¢ sind und somit auf

Erlsuterung: Winkel zwischen zwei Vektoren der Ebene E liegen (nach Teilaufgabe 1a) ist der Winkel ~ zwischen den Vektoren
N N BA und BS gleich 90°.
Aus der allgemeinen Definition des Skalarproduktes zweier Vektoren @ und b
— - _ a+ f+90° = 180°
Tob =|a’|.|b\.cos4(7, b)
a = ﬁ =90° -«
folgt fiir den Winkel a zwischen den beiden Vektoren:
2ol = 3=90—a=90-"71,04 = 18,96°
=
@[3

= Die Innenwinkel des Dreiecks A B S sind o = 71,04°, 8 = 18,96° und v = 90°
(Formel zur Winkelberechnung zwischen 2 Vektoren)

2 6

3 o 5 Teilaufgabe 1d (5 BE)
cosa = AE ° ‘ﬁ - -2 —10 - 12-15+20 - 17 Berechnen Sie den Abstand d(g, h) der Geraden g und h.

‘A_B)’ . ’,ﬁ‘ V17 /161 VIT-V161 V174161
17 [Ergebnis: d(g,h) = 3V17]
-1 °
= a = cos — | ® 71,04
<\/17‘\/161> i

Losung zu Teilaufgabe 1d

Abstand paralleler Geraden
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Richtungsvektor
der Geradenh
— —
hg=1u

A(=32 = 1), B(-1| - 1] = 3)

7 -2
h:Z=|4]+x| 3
6 2

ks
Hilfsebene H durch A senkrecht zu h:

Erlduterung: Fbenengleichung

Eine Ebene H ist durch einen Punkt P und einen Normalenvektor 7z eindeutig
bestimmt. Die Ebenengleichung (in Normalenform) lautet:

HY . [YfOAﬁ}on—ﬁ:O

Hier ist der Normalenvektor gleich dem Richtungsvektor der Geraden h, da
die Ebene senkrecht zu ihr stehen soll:

nn=1
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-3 )
H: X 2 ||| 3 |=o0
1 2

H:—2x1+3x9+222—10=0

Ebene H mit Gerade h schneiden:

Erlduterung: Schnitt Ebene und Gerade

Schneidet eine Gerade h : Y = ?4’)\ - cine Ebene HY in cinem Punkt C s
dann erfiillt die Geradengleichung fiir ein bestimmten Wert von A (von h) die
Normalenform der Ebene HV.

Man setzt k in HV ein und 16st nach A\ auf.

HNh:
7 —2
heX=|a)ea| 3
6 2
.T1:772/\

To =4+ 3\ in HY . —2x1 + 322 + 223 — 10 = 0 einsetzen:
r3 =6+ 2\

—2.(T—20)+3-(4+30)+2-(6+2)0) —10=0
Sl 4N+ 124 9A+124+4X—10=0

1TA=0

A=0

A =0 in die Geradengleichung einsetzen:

7 2

=4 +0.[ 3
6 2
7

T=14

6
= Die Ebene H schneidet die Gerade h im Punkt C(7]4|6)

Abstand der Geraden g und h bestimmen:
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7 -3 10
AC=C-A=| 4 2 | =| 2
6 -1 7

d(g,h) = ‘ﬁ‘

Erlduterung: Betrag eines Vektors

Die Léinge (bzw. der Betrag) ||

ay
eines Vektors @ = | as ist gegeben durch:
as
a 2
| = ay | =4/ai+a3+a3
as
10\’
= 2 | =+/100+4+49 = V153 = 3V17
7

= Der Abstand zwischen den Geraden g und h ist gleich 3v/17 LE (Léngeneinheiten)

Teilaufgabe 2a (4 BE)
Lésst man das Dreieck A B 'S um die Achse B S rotieren, so entsteht als Rotationskorper
ein Kegel K.
Berechnen Sie das Volumen von Kj.

Losung zu Teilaufgabe 2a

Ldnge eines Vektors
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A(=3]2 — 1), B(—1] — 1] — 3), S(3|7| — 11)

Vektoren E, ﬁ

und ihre Lénge bestimmen:

-1 -3 2
AB=B-4A=

-1 |- 2 =1 -3
-3 -1 -2
3 -1 4
BS=5-B=| 7 |-| 21 |=] s
—11 -3 -8
Erlduterung: Betrag eines Vektors
ay
Die Léinge (bzw. der Betrag) |@| eines Vektors @ =

az

asz
2
a
|'d| = as =/a?+d}+d2
as

2
2
‘ﬁ ’ = -3 = /22 + (=3)? 4+ (=2)* = V17 LE (Liingeneinheiten)
2
4 2
‘ ﬁ( - 8 | =1/42+8 4 (-8) = V14 = 12 LE (Lingeneinheiten)
-8
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Volumen eines Kegels
Erlduterung: Lagebeziehung

Volumen des Kegels K bestimmen:

Erlduterung: Volumen eines Kegels

h
Das Volumen eines Kegels ist gegeben durch:
1
VKegel=§'G'h
wobeil G die Grundfléche ist und h die Hohe des Kegels.
Hier ist G die Kreisfliche mit Radius r=AB und h=BS die Drehach-
se
g
= AB = /17 LE (Léngeneinheiten)
h=BS =12 LE (Lingeneinheiten)
1
Vikegel = .2 .nh
3
- 1 (\/ﬁ)z Lr-12 Die Geraden g und h sind parallel und der Kegel K ist durch Rotieren des Dreiecks
3 ABS um die Achse B S entstanden.
= 687 VE (Volumeneinheiten) Der Radius der Grundfléiche des Kegels K; miisste mindestens so lang sein wie der
Abstand der Geraden damit es Schnittpunkte zwischen der Geraden h und dem
Kegel K geben wiirde.
Teilaufgabe 2b (3 BE) = Es gibt keine Schnittpunkte zwischen der Geraden h und dem Kegel K;.

Untersuchen Sie, ob die Gerade h mit dem Kegel K; gemeinsame Punkte besitzt.

Losung zu Teilaufgabe 2b
Teilaufgabe 2c (5 BE)

Lagebezieh Gerade - Krei
agedeziehung Herade et Eine Ebene E’, die parallel zur Ebene E liegt, zerlegt den Kegel Kj in einen Kegel

K5 und einen Kegelstumpf. Die Hohe des Kegelstumpfs betrégt ein Drittel der Hohe des
Gesamtkegels K . Berechnen Sie den prozentualen Anteil des Volumens des Kegelstumpfs
am Volumen des Kegels K .

Radius der Grundfliche des Kegels K7 (siehe Teilaufgabe 2a):
r=AB =17

Abstand der Geraden g und h (siehe Teilaufgabe 1d):
d(g,h) = 3V17

Losung zu Teilaufgabe 2c

AB < d(g,h) Volumen eines Kegels

Abitur Bayern 2010 GK Geometrie V © Abiturloesung.de



Seite 21

Abiturloesung.de - Abituraufgaben

h,
K,
El
Ty Kl
E
A B

Hohe des Kegels K (siche Teilaufgabe 2a):
h=DBS =12 LE (Liingeneinheiten)
Hohe des Kegels Ko :

hy = % ~h= ; -12 = 8 LE (Léngeneinheiten)

Radius des Kegels K, (siche Teilaufgabe 2a):
r=AB = V17 LE (Lingeneinheiten)

Radius des Kegels K :
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Erlduterung: Strahlensatz

/
'\

Wird ein Strahl von zwei parallelen Geraden geschnitten, dann gelten folgende
Bezichungen (zwischen den Strecken):

a b b
1 —=— d —=-
) x yun c d
2) r_¢ bzw Ezé

w o x woy

In diesem Fall (wenn S de Punkt ist aus dem der Strahl kommt)gilt nach

2):
r2 _ he
r h
r_t
r A
h 2v1
=ry = f<r: %\/ﬁ: g LE (Léngeneinheiten)

Volumen des Kegels Ka bestimmen:

© Abiturloesung.de
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Erlduterung: Volumen eines Kegels

Das Volumen eines Kegels ist gegeben durch:
1
VKegelzg'G'h
wobel G die Grundfléche ist und h die Hohe des Kegels.

Hier ist G die Kreisfliche mit Radius ro und h = ho

1
VK2=§~T%~7T~]12

2
1 (L
=3 3 T
544

=57 VE (Volumeneinheiten)

Volumen der Teilkérper

Volumen des Kegels K (siehe Teilaufgabe 2a):
Vi, = 687 VE (Volumeneinheiten)

Volumen Vi g des Kegelstumpfs bestimmen:

44 1292
Vks=Vk, — Vi, =681 — 52—777 = Tgw VE (Volumeneinheiten)

Prozentualer Anteil bestimmen:
22, 19

VKS 27 Vs
= = —=70,4
Vi, 68 27 %

= Das Volumen des Kegelstumpfs betréigt ca. 70,4% des Kegelvolumens

Teilaufgabe 2d (4 BE)

Gegeben ist ein Punkt P, dessen Abstand von der Ebene E Kkleiner als 12 ist. Es soll
entschieden werden, ob der Punkt P auf der Mantelfldiche des Kegels K liegt. Beschrei-
ben Sie hierfiir ein mathematisches Vorgehen unter der Annahme, dass die Koordinaten
von P bekannt sind.

Losung zu Teilaufgabe 2d
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Abstand Punkt - Ebene

Gegeben:

P(p1lpz2Ips)

d(P,E) <12
Gesuchtes Verfahren:
1. Uberpriifen ob P auf der selben Seite der Ebene E liegt wie der Punkt S. Also ob
gilt:
Erlduterung: Lage des Punktes

d(P,E) =0

P

|

|
J'—d(p,.n:)<o
P

Liegt der Punkt P auf der anderen Seite der Ebene E, so kann dieser in keinem
Fall auf der Mantelfliche der Kugel K liegen.
Da der Abstand vom Punkt S zur Ebene E gleich 12 ist (siche Teilaufgabe

1b), also positiv, muss auch der Abstand zwischen P und E positiv sein, damit
P uns S auf derselben Seite liegen.

d(P,E) >0

Winkel zwischen zwei Vektoren

© Abiturloesung.de
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2. Uberpriifen ob der Winkel zwischen den Vektoren ﬁ und ﬁ gleich ist wie der Winkel
zwischen den Vektoren S'-/)l und STﬁ

Erliuterung: Offnungswinkel eines Kegels

Die Mantellinien (Verbindungsstrecken zwischen Basiskreispunkte und Spitze)
bilden zusammen mit der Drehachse (Hohe) einen Winkel ¢, der sogenannte ,halbe
Eroffnungswinkel®.

Ein Punkt P liegt genau dann auf der Mantelfliche des Kegels, wenn der

Winkel zwischen der Verbindungsstrecke [SP] und der Drehachse gleich dem
halben Eréffnungswinkel.

£ (ﬁ‘ﬁ%) y (QS‘B’)

= Ein Punkt P, dessen Abstand von der Ebene E kleiner als 12 ist, liegt auf der Man-
telfliche des Kegels K genau dann wenn beide Bedingungen erfiillt sind.
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