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Lösung

Lösung zu Teilaufgabe 1.1 (5BE)

Zunähst sollten die Graphen von ln(x) und ln
(

x2
)

qualitativ korrekt in

ein gemeinsames Koordinatensystem skizziert werden. Der natürlihe Lo-

garithmus ist für x > 0 de�niert, hat eine Nullstelle bei x = 1 und ist

streng monoton steigend. Die y-Ahse ist senkrehte Asymptote.

Für ln
(

x2
)

ändert sih wegen x2 ≥ 0 die De�nitionsmenge zu R\ {0}, der
Graph verläuft ahsensymmetrish zur y-Ahse. Wegen ln(x2) = 2 ln(|x|)
ist der Graph von ln

(

x2
)

im Vergleih zu ln(x) um den Faktor 2 in y-

Rihtung gestrekt:

2

−2

1 2 3−1−2−3
x

y

ln(x)

ln
(

x2
)

Beim �qualitativ korrek-

ten� Skizzieren geht es

niht darum, eine Wer-

tetabelle mit möglihst

vielen Werten zu er-

stellen und säuberlih

nahzuzeihnen, sondern

darum, die markanten

Eigenshaften des Gra-

phen (ohne Tashenreh-

ner) zu kennen und so

den prinzipiellen Verlauf

zeigen zu können.

Lösung zu Teilaufgabe 1.2 (2BE)

Hier sollten die Werte des Parameters a bestimmt werden, für die ln
(

x2

a

)

de�niniert ist. Da eine Division durh 0 niht erlaubt ist, muss a 6= 0
gelten. Wegen x2 > 0 muss a auÿerdem positiv sein, damit das Argument

des Logarithmus positiv ist. Es muss also a > 0 gelten, damit der Ausdruk

de�niert ist.
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Lösung zu Teilaufgabe 1.3 (2BE)

Der Graph einer Funktion verläuft ahsensymmetrish zur y-Ahse, wenn

f(−x) = f(x) gilt. Die Voraussetzung für Punktsymmetrie zum Ursprung

ist die Gültigkeit der Beziehung f(−x) = −f(x).

Sei g eine Funktion, deren Graph ahsensymmetrish zur y-Ahse verläuft,

dann gilt

g(−x) = g(x).

Für die Funktion h(x) = x · g(x) gilt dann:

h(−x) = (−x) · g(−x)

= −x · g(x)
= − (x · g(x))
= −h(x),

der Graph von h verläuft also punktsymmetrish zum Ursprung.

Lösung zu Teilaufgabe 1.4 (3BE)

Wegen ln
(

x2
)

= 2 · ln (|x|) ist mit lim
x→0

(x · ln (|x|)) = 0 auh

lim
x→0

(

x · ln
(

x2
))

= 0.

Lösung zu Teilaufgabe 2.1 (3BE)

Die Abbildung im Material zeigt einige Graphen der Funktionsshar

fa(x) =

{

x · ln
(

x
2

a

)

, x 6= 0

0, x = 0.

Die jeweiligen Werte des Sharparameters a sollen bestimmt werden.

Wegen

fa(x) = 0 ⇔ x = 0 oder ln

(

x2

a

)

= 0

lässt sih der Wert von a aus den Nullstellen der abgebildeten Funktion

bestimmen.
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Wegen ln(1) = 0 liegen die von 0 vershiedenen Nullstellen der Funktion

bei x = ±√
a, es sind also die Graphen der Kurvenshar für die Parame-

terwerte a = 1, a = 4 und a = 9 abgebildet.

Lösung zu Teilaufgabe 2.2 (8BE)

Zunähst soll der Parameterwert gefunden werden, für den der Graph der

Kurvenshar durh den Punkt E(1 | 1) verläuft:

fa(1) = 1

1 = 1 · ln
(

1

a

)

1 = ln(1) − ln(a)

−1 = ln(a)

a =
1

e

Logarithmengesetze:

ln (uv) = ln(u) + ln(v)

ln
(u

v

)

= ln(u)− ln(v)

ln (uv) = v · ln(u)
Der Graph von f 1

e

verläuft also durh den Punkt E(1 | 1).

Für einen beliebigen Punkt P(p | q) ist

fa(p) = q

q = p · ln
(

p2

a

)

q

p
= ln

(

p2

a

)

e
q

p =
p2

a

a =
p2

e
p

q

= p2 · e−
p

q .

Die Lösung der Gleihung fa(p) = q ist also eindeutig, es gibt genau einen

Sharparameter a, für den der zugehörige Graph durh den Punkt P(p | q)
geht.
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Lösung zu Teilaufgabe 2.3 (10BE)

Die möglihen Extremstellen einer Funktion �ndet man durh die Null-

stellen der ersten Ableitung. Da die Funktion punktsymmetrish zum Ur-

sprung verläuft, kann bei x = 0 keine Extremstelle vorliegen, es reiht also

aus, die Funktion für x 6= 0 zu untersuhen:

fa(x) = x · ln
(

x2

a

)

f ′
a(x) = ln

(

x2

a

)

+ x · 2x
a

· a

x2
= ln

(

x2

a

)

+ 2

0 = ln

(

x2

a

)

+ 2

e−2 =
x2

a
a

e2
= x2

x = ±
√
a

e

Negative/gebrohene

Exponenten in Glei-

hungen immer in

Brühe/Wurzeln um-

shreiben!

Wegen a > 0 hat die erste Ableitung der Kurvenshar immer genau zwei

Nullstellen. Wegen f ′′
a (x) =

2x

a
· a

x2 = 2

x
6= 0 ist auh das hinreihende Kri-

terium für Extremstellen immer erfüllt, es liegen also immer genau zwei

Extremstellen vor.

Um die Zuordnungsvorshrift der Ortskurve der Extremstellen angeben zu

können, wird die y-Koordinate der Extremstellen benötigt:

yE = ±
√
a

e
· ln







(

±
√
a

e

)

2

a






= ±

√
a

e
· ln

(

a

e2

a

)

= ∓2
√
a

e

Der Sharparameter a wird aus den Koordinaten der Extremstellen elimi-

niert und die Zuordnungsvorshrift der Ortskurve gebildet:

x = ±
√
a

e

a = (±x · e)2

y = ∓2
√
a

e
= ∓±2xe

e
= −2x

Die Zuordnungsvorshrift der Ortskurve der Extremstellen lautet o(x) =
−2x, sie ist für x 6= 0 de�niert, bei x = 0 liegt keine Extremstelle vor.
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Erläuterung: Ortskurven

Die Zuordnungsvorshrift einer Kurvenshar enthält neben der Variablen noh einen Para-

meter, den sogenannten Sharparameter. Für jeden Wert des Sharparameters ergibt sih

eine andere Zuordnungsvorshrift und damit ein anderer Funktionsgraph.

In den meisten Fällen haben alle Graphen einer Funktionsshar einen ähnlihen Verlauf,

die Extrem- undWendestellen können als Funktion des Sharparameters bestimmt werden.

Die Extrem- oder Wendestellen einer Kurvenshar können selbst wieder auf einer Kurve

liegen:

Die Abbildung rehts zeigt in hellblau einige Re-

präsentanten der Shar fk(x) = x2 − kx + 2.
Auÿerdem ist zu sehen, dass alle Tiefpunkte der

Shar bei TP

(

0,5k | −0,25k2 + 2
)

auf einer wei-

teren, dunkelblau eingezeihneten, Kurve liegen.

Diese Kurve wird als Ortskurve der Tiefpunkte

bezeihnet. Um sie einzuzeihnen, ist es grund-

sätzlih möglih, über die Koordinaten der Tief-

punkte einzelne Punkte zu berehnen:

2

1 2−1−2
x

y

Für jeden Wert von k wird entsprehend eine x- und eine y-Koordinate berehnet:

k

x

y

Dieses Verfahren ist mühsam, jeder Punkt auf der Kurve

muss einzeln berehnet werden, insbesondere ist ein automa-

tisiertes Zeihen mit Hilfe eines Computers o.ä. niht mög-

lih.

Ziel der Berehnung von Ortskurven ist es daher, eine Zuordnungsvorshrift zu �nden, die

wie gewohnt funktioniert: Zu einem vorgegebenen x wird ein y berehnet.

Hierfür wird in einem ersten Shritt durh Umformen der x-Koordinate der Wert des

Sharparameters als Funktion von x bestimmt und anshlieÿend dieser Zusammenhang in

die y-Koordinate eingesetzt. Für das konkrete Beispiel hier ergibt sih k = 2x und damit

y = −0,25 · (2x)2 + 2 = −x2 + 2.

Die Zuordnungsvorshrift der Ortskurve der Tiefpunkte lautet also g(x) = −x2 + 2.
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Lösung zu Teilaufgabe 2.4 (7BE)

Es soll der Inhalt der Flähe berehnet werden, den der Graph f9 mit der

x-Ahse einshlieÿt. Aufgrund der Punktsymmetrie des Funktionsgraphen

reiht es aus, die Flähe im II. Quadranten zu berehnen und anshlieÿend

mit 2 zu multiplizieren.

Der Graph von f9 shneidet bei x = −3 die x-Ahse. Für die rehte Grenze

bei x = 0 ist die Funktion x · ln
(

x2

a

)

niht de�niert, es muss also zunähst

die Flähe bis zu einer rehten Grenze u berehnet und anshlieÿend der

Grenzwert gebildet werden:

A = 2 · lim
u→0

∫

u

−3

x · ln
(

x2

9

)

dx

= 2 · lim
u→0

[

1

2
x2 ln

(

x2

9

)

− 1

2
x2

]u

−3

= 2 · lim
u→0

[(

1

2
u2 ln

(

u2

9

)

− 1

2
u2

)

−
(

1

2
· (−3)2 · ln

(

(−3)2

9

)

− 1

2
· (−3)2

)]

= 2 · lim
u→0

[(

1

2
u2 ln

(

u2

9

)

− 1

2
u2

)

+ 4,5

]

= 9 + 2 · lim
u→0

(

1

2
u2

(

ln
(

u2
)

− ln(9)
)

− 1

2
u2

)

= 9 + 2 · lim
u→0







✁
✁
✁✕
0

1

2
u ·✘✘✘✘✘✘✿0

u · ln
(

u2
)

−
✟✟✟✟✟✟✯

0
1

2
u2 · ln(9)−

✓
✓
✓✼
0

1

2
u2







= 9

Bei der Grenzwertberehnung wurde der Zusammenhang aus Teilaufgabe

1.4 verwendet. Der Graph von f9 shlieÿt mit der x-Ahse eine Flähe von

9FE ein.
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